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Vorwort. 


In Ausftihrung eines langgeTiegten Planes habe icb in dies< 
Bucbe vornebmlicb jene Materien zur Darstellung gebracht, die lil 
den Rabmen des Inhaltes meiner „Vorlesimgen iiber Differential- u 
Integralrecbnung^^ hinausgehend an nnsern Technischen Hochscbul 
zum Vortrage gebracht werden. Icb babe aber die Anlage nnd ( 
staltung so gewablt, daB das Buch aucb seine selbstandige Stellu 
behaupten konne als Einfubrung in das Stadium der boberen Gebit 
der Matbematik; darum sind aucb die Elemente der Differentialrechnu 
aufgenommen worden, um ibre organiscbe Verbindung rait den ande 
bebandelten Gebieten berstellen’ zu konnen. 

Das Bucb umfaBt eine recbt eingebende Entwicklung des Zal 
begriffs, die Darstellung von Zahlen durcb unendlicbe aritbrnetisc 
Prozesse, eine Einfubrung in die Funktionentbeorie, im Anschlus 
daran die Elemente der Differentialrecbnung nebst den ersten A 
wendungen der Differentialquotienten, weiter die Detei’minantentbeor 
die zur Qeltung kommt in der sicb anschlieBenden Gleicbungsleh 
endlicb die analytiscbe Geometrie der Ebene und des Raumes in jem 
AusmaBe und solcber Form, wie es namentlicb als Vorbereitung a 
das Stadium der Mecbanik erforderlicb erscbeint. Im librigen ha 
ich dieselben Grundsatze befolgt, die micb bei der Abfassung der ,,Vc 
lesungen iiber Differential- und Integralrecbnung^^ geleitet haben. 

Meinem Kollegen Prof. Dr. K. Zsigmondy bin icb fGr seine freun 
licbe Unterstiitzung beim Lesen der Korrektur zn Danke verpfiicbt< 

Wien, September 1908. 
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1. A-bschnitt. 


Der ZaMbegriff. 

§ 1. Reelle Zahlen. 

1. Einleiteude Bemerkung. Den Gegenstand der Arithmetifc, 
Algebra und Analysis bilden die Zablen. 

Der allgemeine Zahlbegriff^ der die verschiedenen Aid:en von Zahlen 
umfaBt, mit welchen sich die genannten Teile der Mathematik be- 
schaftigen, hat sich ans dem Urbegrifif der naturlichen Zahlen ent- 
wicbelt; den Anlafi dazu gaben einerseits das Bedurfnis der Anpassung 
an die reale Wirklichkeitj anderseits die abstrakten Fordernngen der 
Wissenschaft. 

Bei der Darstellung des ZahlbegrifPs kann man, dem historischen, 
zngleich naturlichen Gange sich nahernd, den Ausgangspunkt von dem 
realen XJrsprung der Zahlen nehinen oder aber auf den formalistischen 
Standpunkt sich stellen, der von einer Bezugnahme auf die reale Welt 
absieht. Darsteflungen der letzteren Art sind im Gefolge der in neuerer 
Zeit gepflogenen kritischen Durchforschung der Mathematik auf ihre 
logischen Grundlagen entstanden. 

Handelt es sich um eine Einfiihrung in die Mathematik, bei der 
wie hier die Anwendungen in den Vordergrund rucken, dann wird der 
orste Ausgangspunkt vorzuziehen sein. 

2. NaturUclie Zahlen. Unter einer Menge versteht man einen 
Inbegriff von unterscheidbaren Objekten irgendwelcher Art. Die einzelnen 
Objekte werden Einheiten (Elemente) der Menge genannt. 

Die Menge ist hestunmi, wenn in einer jeden Zweifel ausschliefienden 
Weise die Zugehorigkeit der Objekte zu ihr erkennbar ist. Die Objekte 
konnen konkret, mit den Sinnen wahrnehmbar sein oder nur in der 
Vorstellung existieren. 

Die Eigenschaften einer (konkreten) Menge, der Eindruck, den sie 
auf unsere Sinne ausiibt, konnen von den verschiedensten TJmstanden 
abhangen und daher auch mannigfach abgeandert werden. Eine Menge 
verschieden gefarbter Kugeln wird je nach der raumlichen Anord- 
nung, Konfiguration, je nach der Gruppierung der Farben eiren ver- 
schiedenen Eindruck auf das Gesicht machen, eine Menge von Pauken- 

Czuber, H5h.ere Mathematik. 1 
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sehliigen Terschieclen auf das Gelior Tvirken. je naclidem die Schlage 
in liingereu Pausen aufeinander folgen oder zu einem Wirbel ver- 
einigt sind. 

Die Eigenschaft nner 2Lenge, die tindbhangig ist von der Eatur der 
Einlieiten, von ihre>- frmimlichen oder zeiilichen) Anordnimg, die also 
nnverarfdert erhaJfen hleibt, aenn man die EinTieiten einzeln diirch andere 
iinterscheidhare ObjMe ersetzt ode>‘ uyitereinander verfaiischt {sofern dies 
mdglicJij, nennt man die Quanfitiit der 3Ienge. 

Alle anderen Eigenschaften machen die Qualitdt der Menge aus. 
So Yerscbieden aber die Eigenschaften der einzelnen Einheiten sein 
konnen, so werden sie doch „kraft ihrer Zugehorigkeit zur Menge‘^ 
als gleichartig angesehen. Neben dieser rein konventionellen konnen 
die Einheiten auch eine wesentliche Gleichartigkeit aufweiseny in- 
dem sie Spezialisierungen einer Gattung bilden. — Ein Kasten, ein 
Tisch, ein Stuhl, ein Mensch, ein Hund, ein Vogel und eine Pflanze 
bilden eine Menge, sofem sie z. B. die in einem geschlossenen Raume 
befindlichen Objekte ausmachen, und nur insofem sie znm Inhalte des 
Eaumes gehoren, werden sie als gleichartig aufgefaBt. — Mehrere in 
einem Zimmer versammelte Personen bilden eine Menge von auch 
wesentlich gleichartigen Einheiten — Wenn von Mengen gleichartiger 
Einheiten gesprochen wird, so ist dies zumeist im letztgedachten Sinne 
geraeint. Es ist hiernach auch klar, was unter gleichartigen Mengen 
zu verstehen ist. 

3 . Urn zwei Mengen auf ihre Quantitat miteinander zu vergleichen, 
iildet man sie aufeinander ah. Hierunter soli ein (effektiver oder ge- 
danklicher Prozefi) verstanden werden, durch welchen die Einheiten 
der einen Menge einzeln den Einheiten der andem Menge zugecrrdnetf 
auf sie hezogen werden. 

Bei zwei Mengen von Kugeln kann man diesen ProzeB beispiels- 
weise so ausgefuhrt denken, daB man jedesmal einer Kugel der einen 
Menge und gleichzeitig einer Kugel der andern Menge ein Zeichen 
macht, wobei eine bereits gezeichnete Kugel nicht wieder einbezogen 
werden darf. 

Wenn bei dem Abbilden zweier Mengen aufeinander beide erschopft 
werden, so nennt man die Mengen in iezug auf die Qaaniiidi gleich. 

AUe Mengen, die sich in solcher Weise auf eine Vergleiehs^nenge 
abbilden lassen, sind quantifatsgleich. Denn mit der Abbildung auf 
die Vergleichsmenge geht auch eine Abbildung der Mengen aufein- 
ander einher, indem die Einheiten der einzelnen Mengen, die auf die 
nanodiche Einheit der Vergleichsmenge abgebildet werden, auch auf- 
einander abgebildet sind. 

Wenn bei dem Abbilden zweier Mengen aufeinander die eine er- 
schopft wird, wahrend von der andem noch Einheiten verbleiben, die 
an der Abbildung nicht teilgenommen haben, so soU die Quantitat 
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(ler zweiten grdjjer heiBen als die der ersten, jene der ersteii Idebier 
als die der z^yeiten. 

Die Quantitat ist demnacli eine Eigen schaft, die versehiedener 
Grade fahig ist. 

4 . Zur Bezeicliniiyig dieser Grade dienen die Zahlen. 

Eine Zahl ist hiernach der Aiisdruck fiir den Quantitatsgrad einer 
Menge und aller mit ihr quantitatsgleichen Mengen. Die Beziehnngen 
„gro6er“^ „kleiner^^ libertragt man von den Mengen auf die zugehbrigen 
Zahlen. Darin, daB die Zahl sich nur auf die eine Eigenschaft einer 
Menge bezieht und von alien andern absieht, liegt der Grund fiir die 
auBerordentlich groBe Anwendbarkeit der Zahlen. 

Um die Quantitatsgrade wohlgeordnet zu erzeugen, gehe man von 
einer Einheit (als einer uneigentlichen Menge) aus, fiige zu ihr eine 
weitere Einheit, zu der so gebildeten Menge eine neue Einheit, und 
fahre so fort; gedanklich besteht bein Hindernis, dieses Verfahren 
oJine JEnde fortzusetzen. Den Quantitatsgraden der auf diese Art nach 
und nach entstandenen Mengen ordnet man (fiir den miindliclien Ver- 
kehr) Xamen — Zahhvdrter — , (fiir die schriftliche Mitteilung) 
Zeichen — ZaMzeichen — zu. 

Die hierdurch ausgedriickten Zahlen heiBen natlirliehe Zahlen und 
bilden in der eben beschriebenen Aufeinanderfolge die natUrliche 
Zahlenreihe. In Worten: eins, zwei, drei, vier . . ., in Zeichen: 1, 2, 
3,4.... 

Man kann mit den natiirlichen Zahlen auch die Null (0) einfiihren 
als Ausdruck (Zeichen) fiir die Jfegation einer Menge, fiir das Xicht- 
vorhandensein jeglicher Einheit. Indessen ist es nicht gebi*auchlich, 
sie in die natiiriiche Zahlenreihe aufzunehmen, von der sie dann den 
Anfang zu bilden hatte. 

Solange man es nur mit Mengen bis zu einer bestimmten fmafiigen) 
GroBe zu tun hat, kbnnten Zahlworter und Zahlzeichen willkurlich 
gebildet werden, um dem beschrankten Bediirfnis zu geniigen. So- 
bald aber die Notwendigkeit oder das Verlangen vorliegt, beliebig 
groBe Mengen ihrer Quantitat nach zu kennzeichnen, ist ein Bildtmgs- 
prinzip fur Namen und Zeichen erforderlich. Wir besitzen hierfur 
jenes Prinzip, das dem dekadischen Zahlensystem zugrunde liegt. 

5 . Um die Quantitat einer Menge zu bestimmen, sie zu zahlen 
(abzuzahlen), bezieht man ihre Einheiten in irgendeiner Anordnung 
auf die Glieder der natiirlichen Zahlenreihe; die zur letzten Einheit 
gehorige Zahl bestimmt die Quantitat der Menge. 

Statt von der Quantitat der Menge spricht man auch von der An-- 
zahl der in ihr enthaltenen Einheiten. 

Insofern die Zahl dazu dient, die Anzahl der Einheiten in einer 
Menge auszudriicben, heiBt sie Kardincdzahl. Sie kommt dann auf 
die Frage „wie viel?^'^ zur Antwort. 


1 
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Die beim Zahlen einer ,,geordneten‘^ Menge auf eine bestimmte 
Einheit ti’effende Zahl kann aber auch dazn dienen, die Stellung der 
Einheit in der Menge zu kennzeichnen. In dieser Verwendung heifit 
die Zahl eine Ordinalmhl-^ ihr Name (oder ihr Zeichen) wird adjek- 
tivisch gebraueht und kommt in dieser Form auf die Frage „der (die, 
das) wievielte?^' zur Ant wort. Drei (3) Glockenschlage — der dritte 
(3.) Glockenschlag. 

Es ist auch die Ansehauung ausgesproclien worden, der Begriff 
der Ordinalzahlen sei der urspriingliche und der der Kardinalzahlen 
von ihm abgeleitet. Auch die Auffassung ist in der Literatur ver- 
treten, die in der Zahlenreihe nur Zeichen in lesUmmter Sukzession, 
ohne Bezugnahme auf Mengen, erblickt. 

Der eingangs beschriebene primitive ZahlprozeB erfahrt fdr prafc- 
tische Zwecke eine weitgehende Ausgestaltung, die schon in das Ge- 
biet der Arithmetik fallt. 

Der immittdharen Ihfassung der Quantitat einer Menge sind selbst 
bei groBer tJbung enge Schranken gesetzt; nur ganz Heine Mengen 
wird man auf den ersten Blick ihrer Quantitat nach erkennen, und 
selbst da spielt die Eonfiguration eine groBe RoUe. Man denke an 
Dominosteine, an Kartenblatter, an die regelmaBige Anordnung von 
Munzen u. dgl. zum Zwecke des Zahlens. Kommt es so schon bei 
Mengen von funf, sechs, sieben, . . . Einheiten auf die Eonfiguration 
an, so wird es bei groBeren Mengen auch trotz regelmaBiger Anord- 
nung mit einem einfachen Apperzepfcionsakt nicht abgehen. 

Um sich von dem durch eine Zahl ausgedriickten Quantitatsgrade 
eine anschauliche Vorstellung zu bilden, konstruiei*t man auf dem- 
selben Wege, auf welchem eine bereits vorliegende Menge gezahlt 
wird, eine Menge aus behebigen Einheiten [Kugeln, Munzen, Stabchen, 
Strichen (1, Einem)]. Derselbe Vorgang wird befolgt, wenn es sich 
darum handelt, eine gegebene Zahl in vorgeschriebenen Einheiten zu 
realisieren (zuzahlen von Apfeln, Nussen, Eiem, Munzen u. dgl.). 

Neben den hesonderen Zahlzeichen, welche die natiirliche Zahlen- 
reihe zusammensetzen, beniitzt man in der Mathematik allgemeine Zahl- 
zeiehen in Form von Buchstaben. 

Mit der Aussage; a sei eine natiirliche Zahl, ist gemeint, unter 
a konne jede Zahl der nattirlichen Zahlenreihe verstanden werden. 

Sind a, 6 zwei Zahlen dieser Reihe in der Sukzession, in weleher 
sie darin auftreten, so ist a kleiner als 6 (a<6), h groBer als a 
(& > a). 

6. Addition. Wenn zwei bereits gezablte Mengen A, B, daT ia n 
die Zahlen a, b znkommen, zu einer Menge zusammengefaBt werden, 
so ensteht die Frage nach der ihrer Vereinigung entsprechenden 7a.h] , 
Die Forderung, diese zu finden, wird dureh eines der Symbole 

n 2) "i" ^ 


( 1 ) 



Addition. 


o 


ausgedrtickt; die Operation, dnrcli welche die neue, stets existierende 
und einzige ZaKL gefunden wird, nennt man Addition, ihr Resultat, 
eben die neue Zahl, Siimme, die Zalilen a, h Summanden oder Addenden. 

Die Addition kann so ansgefukrt werden, daB man in der natiir- 
lichen Zaklenreihe, von der einen Zalal ausgehend^ um so viele Ein- 
heiten weiterzaklt, als die zweite Zahl angibt; das Resultat ist eine 
bestimmte Zabl s, unabbangig von der Reihenfolge der Addenden. 
Diese Tatsachen driickt man in den Ansatzen 

a + h ^ s (2) 

a -rh a (3) 

ans. Solcbe Ansatze nennt man Gleichoigen] ihr Sinn erfordert in 
jedem Falle eine Erklarung. 

Gleichung (2) besagt., daB s so viele Einheiten zahlt als a und 6 
znsammen. Aus ihr folgt a <.s, 6 < s. 

Gleichung (3) besagt, dafi das Resultat der Addition unabhangig ist 
von der Ordnung der Summanden^ sie driickt das Jcommiitative Gesets 
der Addition aus. 

Sind drei Mengen A, B, C, welchen die Zahlen a, h, c entsprechen, 
zusammenzufassen, so wird die Forderung, die ihrer Vereinigung ent- 
sprechende Zahl zu finden, durch das Symbol a + h + c oder ein ana- 
loges ausgedriickt, das sich von diesem nur durch die Ordnung der 
Buchstaben unterscheidet*, ausgefiihrt kann sie auch so werden, daB 
man erst irgend zwei der Mengen zusammengefaBt denkt und die zu- 
gehorige Zahl bestimmtj daraufhin die dritte Menge einbezieht; die 
Ansatze 

d h c V) A" ^ ^ (p A" d) = - (4) 

driicken die Tatsache aus, daB das Resultat bei jeder dieser Aus- 
fuhrungsarten das namliche ist, sie formulieren das associative Gesetz 
der Addition. 

Die Klammern dienen dazu, die sukzessive Summenbildung anzu- 
deuten. 

Man kann auf diese Art zu beliebig vielen Summanden fortschreiten. 

Die Arithmetik hat meehanische Regeln ausgebildet, mit deren BKlfe 
die Addition von beliebig vielen, beliebig groBen Zahlen mit einem 
geringen Wissensvorrat (die Summen je zweier der Zahlen 1,2, • • • 9) 
bewerkstelligt wird. 

Die beiden an der Addition erkannten Gesetze, das kommutative 
und das assoziative, machen ihr Wesen aus. Ihr BegrifP kann dahin 
erweitert werden, daB man jeder Yerknupfung von irgendwelchen Ob- 
jekten, der in bezug auf ein bestimmt definiertes Resultat diese Ge- 
setze zukommen, den Namen Addition beilegt. (Geometrische Addi- 
tion gerichteter Strecken.) 
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7» IkCultiplikatioii. Jeder Einheit der Menge B werde eiiie Menge 
A zugeordnet: es ist die Zusammenfassung dieser Mengen A zu zaHen. 
Symbolisch wird diese Forderung durch 

bxa (1) 

ausgedriickt: die Operation, die zu der neuen Zaiil fiilirt, heiJJt Mid- 
tipUhitionj ilir stets einzig vorbandenes Resultat ProcIuJit^ h der 3Iid‘ 
tipUkafm% a der JLdtlpUJcand. 

Im Wesen ist die Multiplikation von der Addition nicht verschieden: 
denn auch sie entspricht der Zusammenfassung von Mengen, nur sind 
diese naeli einem besonderen Gesetz gebildet. Der Ansatz 

12 6 

i X a «= a + a + * • • + « (2) 

zeigt die Zuruckfiihrung der Multiplikation auf die Addition und laBt 
das Produkt als die Summe einer Anzahl gleicher Summanden erkennen. 

Die aus den A zusammengesetzte Menge kann man sich in der 
Weise in Mengen B aufgeldst denken, dafi man je eine Einheit aus 
jeder Menge A entnimmt und diese Einheiten zusammenfaBt ; es ent- 
stehen so a Mengen B, so dafi 

hx axb (3) 

ist. Das hierin ausgesprochene Gesetz heiBt das h)mnii4ative Gesetz 
der Multiplikation. Es hebt den bisher zwischen Multiplikator und 
Multiplikand gemachten Unterschied als fiir das Resultat unwesent- 
lieh auf und gestattet, beiden Zahlen einen gemeinsamen Namen zu 
geben*, man nennt sie Falctoren und bedient sich statt (1) der kiirzeren 
Schreibweise a • h oder a b. 

Wegen des besonderen Sachverhalts, daB 1 • a = a • 1 == nennt 
man 1 den Modul der Multiplikation. 

Die Produkte la, 2a, 3a, • • • heiBen die Vielfachen von a. Weil 
im Sinne von ( 2 ) i 2 e 

c ( a “T 2^) = (a “b c = a -}- b -}- a -}- b -f" * * * “b a -j- ^ 

12 c 1 2 c 

= a + a + a + h + b + - bj 

so ist 

c (a + b) ^ {a + b) c ca + cb ac + bc] (4) 

bei nochmaliger Anwendung dieses Gesetzes findet man auch 

(a + li) {e + d) ^ ac + ad '{'be + bd, (5) 

Das in dieser Verkntipfnng von Multiplikation und Addition aus- 
gesprochene Gesetz heiBt das distributive Qesetz beider Rechnungsarten, 
das auf Summen beliebig vieler Addenden ausgedehnt werden kann. 
Aus (3) und (2) folgt^ daB 

/i w /i i 



Multiplikation. Potenzieren. 
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fiihrt man beide Formen nach der Regel (4) aus, so ergibt sich, daB 
(ah) c ^ (ac)h ^ \ hc) a. (6) 

Das hieria liegende Verhalten eines Prodnktes von drei Faktoren nennt 
man das cissosiative Gesets der Multiplikation, das die Anschreibung 
des Prodnktes in der Form ahc zulaBt; es kann auf beliebig viele 
Faktoren ausgedebnt werden. 

Aucb die Multiplikation beliebig groBer Zablen fiilirt die Arithmetic 
auf ein mechanisches Verfahren zuriick, das nur die Kenntnis der 
Produkte je zweier der Zahlen 1, 2, • • • 9 voraussetzt. 

Das kommutative, assoziative und distributive Gesetz machen das 
Wesen der Multiplikation aus ohne Riicksicht auf das Substrat, an 
dem die Operationen ausgefuhrt werden. 

8. Potenzieren. Aus der Menge A vrerde eine neue Menge nach 
folgendem Gesetz erzeugt: man ersetzt jede Einheit von A durch eine 
Menge A, in der neuen Menge wieder jede Einheit durch eine Menge A 
und fiihrt diesen ProzeB n-mal nacheinander aus. Die Forderung, 
die zuletzt entstandene Menge zu zahlen , soil durch das Symbol 

( 1 ) 

angezeigt werden; die Operation, welche dazu fiihrt, heiBt das Potm- 
mm-en, ihr eindeutiges Resultat Pote>t0, a die Basis, n der Exponent 

Im Grunde genommen ist das Potenzieren eine iinter besonderen 
Umstanden wiederholte Multiplikation: der Ansatz 

1 2 n 

= act ^ ‘ ^ d (2) 

erklart diese Zuriickfiihrung des Potenzierens auf die Multiplikation, 
und da diese ihrerseits auf die Addition zuriickleitet, so ist ein ge- 
meinsamer Ursprung dieser drei Operationen dargetan. 

Im Sinne von (2) ist = a, dagegen 1” = 1, welche natiirliche 
Zahl auch n sein moge. 

Die Zahlen a\ a^, a® • • * nennt man die Potenzen von a, Ins- 
besondere heiBen die 2., 3., 4. Potenz auch Quadrat, Kubus und Bi- 
quadrat. 

Es ist eine wesentliche Eigenschaft der bisher vorgefuhrten drei 
Operationen, claji sie immer m ein^m, dber auch nur einem Resulfate 
fiihren. 

9. Subtraktiou. Die Subtraktion entspringt aus der Forderung, 
von einer Menge A eine bestimmte Teilmenge B (elBfektiv oder ideell) 
abzulosen und die zur verbleibenden Menge gehorige Zahl zu finden, 
wenn die Zahlen a, b bekannt sind. In arithmetischer Ausdrucksweise 
heiBt dies, zu gegebener Summe a und einem Summanden b den 
andern Summanden bestimmen; die Forderung werde durch das Symbol 

a — b (1) 
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ausgedruckt. Die zur Losung fiilirende arithmetische Operation heiBt 
Siihiraldion, ihr Resultat Differenz, a der Minumd^ b der Subtrahend. 
Bentitzt man das Symbol (1) auch als Zeichen fur das Resultat, so 
ist das TTesen der Subtraktion, das in iiirem Zusammenhang mit der 
Addition liegt, durch den Ausatz 

6 -f (a — b) = (a — 6) + 6 = a (2) 

erklart. 

Was nun diese neue Eechnungsart von den vorigen wesentlicb 
unterscheidet, ist der Umstand, da6 ihre Ausfiilirbarkeit an eine aus 
der Natur der Addition hervorgebende Beschrankung geknupft ist: da 
namlich die Summe zweier Zahlen groBer ist als jeder Summand (6), 
so ist die Subtraktion nur moglich, wenn der Minuend groBer ist als 
der Subtrahend. 

Hier tritt nun ein in alien Teilen der Mathematik befolgtes Prinzip 
zur erstmaligen Anwendung, darin bestehend, daB man den Operationen 
entgegenstehende Schranken durch Begrififeerweiterungen beseitigt, die 
solcher Art sind, daB sie die friiheren Begriffsbildungen mit den sie be- 
herrschenden Gesetzen mit umfassen. Man nennt dies Prinzip nach 
H. Hank el, der es zuerst formuliert hat^), das JPrinzip der Fermanenz. 
Es hat sich gezeigt, daB den formalen Begriffserweiterungen in vielen 
Fallen auch eine reale Deutung unterlegt werden kann. 

In dem vorliegenden Falle soil nun die Begriffserweiterung darin 
bestehen, daB man das Symbol (1) immer, also auch dann als Zahl an- 
sieht, wenn a <b und a^b ist; bei «>& hat man es wieder mit 
den bisherigen Zahlen zu tun. 

Durch diese Festsetzung wird dem Symbol neben einem quanti- 
tativen auch ein qualitativer Inhalt erteilt; bezeichnet man namlich 
mit d den Uberschufi der groBeren der beiden Zahlen a, b fiber die 
kleinere, so sind zwei Qualitaten moglich: entweder liegt der tTber- 
schuB auf Seite des Minuends oder auf Seite des Subtrahends. Urn 
diesen Qualitatsunterschied zum Ausdruck zu bringen, ist neben dem 
Zahlzeichen als Quantitdtszeiehen noch ein Qualitdtszeichen erforderlich; 
als solches ist fiir den ersten Fall das Zeichen + (pins), fiir den zweiten 
das Zeichen — (minus) eingefuhrt worden; die mit diesen Vorzeichen 
ausgestatteten Zahlen werden positive, bzw. negative Zahlen genannt. 

In dem Falle jedoch, daB Minuend und Subtrahend iiberein- 
stimmen, gibt es keinen tJberschuB, es entfaUt also auch die Unter- 
scheidung seiner Qualitat: die quantitats- und qualitatslose Zahl wird 
mit dem Namen Null und dem Zeichen 0 eingefuhrt. 

Man hat hiemach , , . 

a — b = + dhei a>b 

a — b ^ — d „ a <b 

j a — a^ 0. 

1) Theorie der komplexen Zahlsysteme, 1867. 


( 3 ) 
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Snbtraktion. Null und negative Zahlen. 

Die aus dieser Begriffser^eiterung beryorgelienden Zahlen bilden 
das System der rdativm (qualifizierten, nach einer alteren Xomen- 
klatur, der aber hente eine ganz andere Bedentung unterlegt yrird, 
algebraische) Zahlen. In seinem Bereiehe ist jede Snbtraktion ans- 
fiihrbar. 

Die bloBe Quantitat einer relativen Zahl nennt man ihren a&- 
soluten Wert. Bezeichnet a eine relative Zahl, so 'vvird ihr absoluter 
Wert symbolisch durch \a\ ausgedriickt. ( + 3 1 -= 3, ~3 =3). 

Wendet m^n die unter (2) angefiihrte wesentliche Eigenschaft 
der Snbtraktion anf den letzten der eben nnterschiedenen Falle an, so 
folgt, daB 

(I + 0= 0 + ^ = a; (4) 

wegen dieses Verhaltens wird 0 der 2Iodiil der Addition genannt. 

Tri£ft man in dem erweiterten Zahlensvstem die Festsetznng, daB 

a-b^a'-V 

sein son, je nachdem 

G> h ^ Cl hj 

so ist: 1. eine positive Zahl nm so groBer, je groBer ihr absoluter 
Wert; 2. eine negative Zahl nm so kleiner, je groBer ihr absoluter 
Wert; 3. die FTnU kleiner als jede positive, groBer als jede negative 
Zahl; 4. jede negative Zahl kleiner als jede positive Zahl. 

Die positiven Zahlen zeigen hier dasselbe Yerhalten -vvie die natiir- 
lichen, die negativen das entgegengesetzte. Vermoge dieses Gegen- 
satzes passen sich die relativen Zahlen vielen konkreten Sachverhalten 
natnrgemaB an. 

Definiert man die Addition relativer Zahlen durch den Ansatz 

+ (a' - V) = (a + a') ^ib + V), 

so ist: 1. die Summe zweier positiven Zahlen die positive Summe 
ihrer absoluten Werte; 2. die Summe zweier negativen Zahlen die 
negative Summe ihrer absoluten Werte; 3. die Summe einer positiven 
und einer negativen Zahl der tJberschnB des groBeren absoluten Wertes 
iiber den kleineren, versehen mit dem Vorzeichen des groBeren. 

Dieser Sachverhalt gestattet die Auffassung von a — 6 als Smnme 
der relativen Zahlen + a und — 6, so daB nach Einfuhxung der rela- 
tiven Zahlen eine Unterscheidung zwischen Addition und Snbtraktion 
iiberflussig wird. 

Definiert man die Multiplikation relativer Zahlen durch den Ansatz 
{a - V) {a - V) = {aa + IV) - (aV + a'6), 
so ergibt sich, indem man der Reihe nach 
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a^l + d, a' + 

h = d dj V ^ of d 

a -r d^y ^ n +V oder I ^ a + d, a -r d' 

b ==^ a Oder 1 ' = a oder beides zugleich 

setzt und recbts die Regel 7^ (5) anwendet: 1. das Produkt zweier 
positiven uiid zweier negativen Zablen ist das positiye Produkt ikrer 
absoluteu Werte; 2. das Produkt einer positiven uud einer negatiTen 
Zabl das negative Produkt ihrer absoluten Werte; 3. das Produkt aus 
0 mit einer relativen Zabl oder mit 0 selbst 0; in anderer Weise 
kommt 0 als Produkt nicbt zustande. 

Man erkennt^ dab diesen Recbengesetzen gegeniiber die positiven 
Zablen sicb so verhalten wie die natiirlicben Zablen. 

10. Division. Die Porderung, eine gegebene Menge A in Mengen 
von der Quantitat h aufzulosen und diese Mengen zu zablen, oder A 
in b gleiche Mengen zu teilen und die zu einer solcben Teilmenge 
geborige Zabl zu bestimmen, fubrt zu der arithmetiscben Aufgabe, 
die (natiirlicbej Zabl a als Produkt zweier Faktoren darzustellen, 
deren einer b ist: die Operation, die zur Auffindung des zweiten Fak- 
tors fiibrt, heiBt Divisim, das Resultat Quotient^ a der Dividend, b der 
Divisor', deutet man die Forderung, aber auch ibr eventuelles Resultat, 
durcb das Symbol a:b oder 

T ( 1 ) 

an, so driickt sicb das Wesen der neuen Recbnungsart durcb den 
Ansatz 

= « ( 2 ) 

aus, der ibren Zusammenbang mit der Multiplikation darstellt. 

Die Ausfubrbarkeit der Division ist aber an eine Scbranke ge- 
bunden: nur dann, wenn a ein Vielfacbes von b ist, ergibt sicb eine 
und dann immer nur eine Losung. 

Das Prinzip der Permanenz fordert neuerdings eine Begriffs- 
erweiterung, die zu einer ausnabmslosen Durcbfuhrbarkeit der Division 
zu verbelfen bat, und dies soli wiederum darin besteben, da6 man das 
Symbol (1) immer, also aucb dann als Zahl ansiebt, wenn a kein Vieb 
facbes von b ist. 

Durcb diese Festsetzung treten zu den bisberigen (natiirlicben) Zablen 
neue Zahlen, die man gebrochene Zahlen oder Briiche nennt, wabrend 
man den ersteren zum Unterscbiede von diesen den Namen game 
Zalden gibt. 

In dem Brucbe ^ heiBt a Zdhlery b Nenner. 
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Jede ganze Zahl a kann man in der Form eines Bruclies darstellen, 
indem man sie sckreibt ^ , da im Sinne der Division ^ ^ a, well 
a.l ^ a ist. 

Triflft man beziiglicli der GroBenvergleicbung zweier Briiclie ^ 
die Festsetzung, da6 

a a 
b > b' 

sein soli, je nachdem 

- ah'^a'h 


ist, so stebt die Vergleicbung ganzer Zahlen hiermit im Einklang. 

Es folgt ans dieser Festsetzung die Gleichbeit zweier Briiche von 

der Form I und Dieser Umstand ermoglicht einerseits, einen Bruch 

auf die einfachste, die reduzierte Form zu bringen, bei der Z’ahler uiid 
Nenner keinen gemeinsamen Faktor haben; anderseits Briiche mit 
verschiedenen Nennern in solche mit einem und demselben Nenner 
umzuwandeln. 

Definiert man Addition und Subtraktion von Briichen durch die 
Ansatze : 

(X , CL ob Cl h /qn 

6 + i' = —bb'— 
a Cl aV — ab 


so passen diese Regeln auch auf ganze Zahlen, und hebt man bei der 

Subtraktion die Beschrankung ^ auf, so gelangt man zu dem 

Begriff der relativm (qualifizierten) Briiche, 

Zwischen zwei Briiche kann man immer wieder Briiche einschalten; 

sind ^7 zwei ungleiche Briiche und ^ so bringe man sie auf 
die Form ”, dann ist 


b^ bb'^b'^ 


wenn der Zahler z so gewahlt wird, daB ist^). Die 

Menge der Briiche zwischen ^ und ist hiernach unbegrenzt, 

Fiir die Multiplikation gelte die Regel: 

a a' aa 

b W " bb'^ ^ - 


1) Sollten ab' und a'b nur um eine Einlieit versckieden sein, so gekt man 


von der Form 


lab' 

Ibb' 


la'b , ^ .. 
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der sich auch die Multiplikation ganzer Zahlen. nnterordnet. Auf 
Grand dieser Regel kann der in 8 aufgestellte Begriff der Potenz 
auf den Fall ansgedehnt werden, dafi die Basis ein Bruch ist. 

Die Division hat nottvendig der Eegel 

a d aV 

I'y^'dh 

zu folgeiij Tiveil dann tatsacMich ~ ^Idt' ^ f 

Eine besondere Hervorhebimg beansprachen die Falle, in welcben 
die 0, als ganze Zabl aufgefaJBt, zur Brucbbildung (Division) beran- 
gezogen wird. 

Die Division , tvo h eine von 0 verscbiedene Zabl ist, fiibrt znm 
Qnotienten 0, da 6-0 = 0 ist. 

Die Division wo a eine von Null verscbiedene Zabl ist, ist un- 

ausfubrbar, da a ans keiner Zabl dnrcb Multiplikation mit 0 ber- 
vorgebt. 

Der Division kann jede beliebige Zabl q als Quotient zugeordiiet 

werden, da 0^ = 0, welcbe Zabl aucb q sein moge; bier feblt also 
die eindeutige Bestimmtbeit des Resultats, die bisber durcbgebends 
gewabrt blieb. 

Es folgt daraus die fiii' die Analysis wicbtige Tatsacbe, dafi die 
Null als Divisor (Nenner) unzuldssig ist 

Die Division (natiirlicber) Zablen wird in der Aritbmetik nocb in 
einem andern Sinne definiert, der liber die natiirlicben Zablen nicbt 
binausfiibrt. Ist a > 6, so soil a als Suname aus einem Vielfacben 
von 6 und einer Zabl dargestellt werden, die kleiner als 6 (eventuell 
0) ist; mit andem Worten, die nattirHcben Zablen 2, r(< 6) sollen 
so bestimmt werden, dafi 

a = qi + r (7) 

sei. In dieser Auffassung stellt sicb die Division als wiederbolte 
Subtraktion des Divisors h vom Dividenden a dar, bis ein nnter 6 
liegender Rest r verbleibt; ist dieser 0 (wird a dadurcb erscbopft)^ 
so beiBt a durcb 6 teilbar, 

Scbliefilicb sei nocb bemerkt, dafi die Einfiibrung der Brucbe die 
Unterscbeidung zwiscben Multiplikation und Division entbehrlicb macht; 
denn die Division von a durcb 6 kann als Multiplikation von a mit 

dem Brucbe ^ aufgefaBt werden. Brucbe mit dem Zabler 1 nennt 
man Stammbruche, 

11. Rationale Zahlen. Die relativen Brucbe im Verein mit 
den relativen ganzen Zablen bilden das System der rationalen Zahlen. 
Innerbalb dieses Systems sind Addition, Multiplikation, Subtraktion 
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und Division oline Einsclirankung ausfuhrbar. Xennt man ein Zahlen- 
system, das sich in bezug auf diese vier Rechnungsarten , die „vier 
Spezies" in der beschriebenen Weise verhalt, einen Zahlhorper^ so hat 
man das System der rationalen Zahlen als einen Zahlkorper zu be- 
zeichnen. 

Man denkt sich die Briiche zwischen die bereits geordneten ganzen 
Zahlen nach ihrer GrroBe eingeordnet, so daB auch das System der 
rationale!! Zahlen unter dem Bilde einer nach beiden Seiten unbe- 
schrankt fortsetzbaren Reihe erscheint. 

Mit der Schaffung der Briiche ist ein bedeutsamer Schritt von 
der Mengmlehre zur Ghrdfienlehre getan. Urn namlich einer extensiven 
GroBe (das einfachste Bild einer solchen ist eine Strecke) eine Zahl 
zuzuordnen, verwandelt man sie durch Teilung in eine Menge, die 
man zahlt; die Teile werden einer gleichaiiigen, als Einheit gewahlten 
GroBe „gleich^^ gemacht. Bleibt bei der Teilung ein Rest (kleiner 
als die Einheit), so verfahrt man mit diesem ebenso unter Zugrunde- 
legung eines bestimmten aliquoten Teiles der friiheren Einheit usw. 
In diesem Vorgange ist der eigentliche Urspning der Bruche zu er- 
blicken. 

12. Sadizieren. Subtraktion und Division kniipfen mit ihrer 
Fragestellung an die Addition und Multiplikation an und sind inso- 
fem als Umkehrungm dieser Rechnungsarten aufzufassen, als eine vor- 
dem als gegeben vorausgesetzte Zahl nunmehr als zu bestimmende 
Zahl erscheint. 

Nimmt man das Potenzieren zum Ausgangspunbt einer solchen 
Umkehrung, indem man nach der Basis fragt, die zu einem natiir- 
lichen Exponenten n erhoben werden muB, damit eine gegebene posi- 
tive rationale Zahl a als Potenz hervorgehe, so entsteht eine neue 
Rechnungsoperation, die man das Badmerm oder Wurzelziehen nennt; 
die Potenz a heifit nun Badikand, der Exponent n der Wkirzelesponent^), 
und die gestellte Forderung sowie ihr eventuelles Resultat, die Wur^el, 
wird durch das Symbol 

( 1 ) 

dargestellt; das Wesen der neuen Reehnungsart, in ihrer Zuruckfuhrung 
auf das Potenzieren bestehend, ist durch den Ansatz 

(>/^)" = a (2) 

bestimmt. 

Die Ausfuhrbarkeit ist jedoch auf solche Zahlen a beschrankt, 
die niQ Potenzen rationaler Zahlen sind, d. h. die sich als Produkte 
von n gleichen rationalen Faktoren darstellen lassen. Will man also 
das Radizieren (mit den hier uber die Natur der Zahlen a, n ge- 
troffenen Festsetztmgen) bedingungslos ausfuhrbar machen, so tritt 

1) Auch Grad der Wurzel. 


CARNEGIE INSTITUTE 
OF TECHNOLOGY LIBRARY 
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jjer /-anioegna. § i. xieeutj xiauicxi. 


(lie Xotwencligkeit einer neuerlichen Erweiterung des bisherigen Zahl- 
begriffs eiii^ imd diese soil zunachst wieder formal in der Weise ge- 
schehen. daB man das Symbol (1) immer, also auch dann als eine 
Zalil erklart, wenn a nicbt die wte Potenz einer (positiven) rationalen 
Zabl ist. 

Es handelt sick nun darum, die so eingefiihrten neiien Zablen 
mit den rationalen in eine Beziebung zu bringen. Der hierzu filhrende 
Gedankengang soli zunachst (lurch Betrachtung einer speziellen Auf- 
gabe Torbereitet werden. 

Das Symbol ]/2 verlangt die Bestimmung einer Zahl, die zum 
Quadrat erhoben 2 gibt. Dafi keine rationale Zahl dieser Forderung 

entsprechen kann, ist so zu erkennen. Ware ^ eine solche — sie 

kann in der reduzierten Form vorausgesetzt werden — , so mtifite 
ir ^ 2 (f sein; dies hatte einerseits die Teilbarkeit von durch 2, 
anderseits die Teilbarkeit von 2 durch also = 2 und = 1 zur 
Folge; nun ist aber 2 nicht das Quadrat einer ganzen Zahl, somit 
die obige Annahme hinfallig. 

1. Die durch das Symbol ]/F ausgedruckte Forderung bewirkt 
demnach eine Scheidung der (positiven) rationalen Zahlen in zwei 
Klassen A, £ in der Weise, daB alle Zahlen der ersten Klasse ein 
Quadrat kleiner als 2, alle Zahlen der zweiten Klasse ein Quadrat 
groBer als 2 geben; infolgedessen ist auch jede Zahl der Klasse A 
kleiner als jede Zahl aus B. 

Es gibt aber in der Klasse A keine groBte und in der Klasse B 
keine kleinste Zahl. 

Denn ist x eine Zahl aus A, also < 2, so laBt sich ein posi- 
tives li so bestimmen, daB auch (x + < 2 wird; denn aus 

2'hx < 2}ix -f 7^^ < 2 — 

folgtA<^^r — , und jede rationale Zahl zwischen x und x r — 

== gehort auch zur Klasse A. Und ist y eine Zahl der Klasse B, 

also 2/^ > 2, so laBt sich die positive Zahl h so bestimmen, daB auch 
{y — 7cy>2 wird; denn aus 

2Jcy<y^--2 + ]c^<y^^l 

folgt Ic < ^ — - und jede rationale Zahl zwischen y — ^ 

und y gehort auch zur Klasse B. 

Nach einer von R. Dedekind^) eingefuhrten Ausdrucks weise be- 
wirkt also die Forderung einen Sclmitt im System der rationalen 

Zahlen, durch welchen eine neue, diesem System nicht angehorige 
Zahl vollkommen bestimmt erscheint, eben die durch das Symbol 
definierte Zahl. 


1) Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1. Aufl. 1872, 3. Aufl. 1906. 
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2. Das Verfahreiij welches die Arithmetik znr Ausziehung der 
Qiiadratwurzel lehit, anf deii Yorliegendeii Fall angewendet, ist im 
Grunde genommen eine systematische Entwicfclung von Zahlen der 
Klasse Aj denen^ wieder nach einem system atischen Vorgang, Zahlen 
der Klasse JS zugeordnet werden konnen, 

Bezeichnet namlich, in der iiblichen Ausdrucksweise der Arith- 
metik gesprochem die auf n Dezimalen abgekurzte ]/2, so gehoren 
die Zahlen 

^o; ^1? " ' ’ (2) 

d. i. 1, 1,4; 1,41 j ••• der Klasse A an, well ihre Quadrate kleiner 

sind als 2^ und die aus ihnen durch Erhohung der Ziffer an der 

niedrigsten Stelle um 1 abgeleiteten Zahlen 

^ 0 ’ ^25 ‘ 

d. i. 2, 1,5, 1,42, • • • der Klasse JB an, weil ihre Quadrate grofier 

sind als 2. Und so wie das arithmetische Yerfahren keinen AbschluB 

findet, sind auch die beiden ZaMenfolgen (3), (4) unbegi*enzt fortsetz- 
bar, d. h. ist man bei einem noch so spaten Gliede angelangt, so kann 
man immer wieder nach dem erwahnten Yerfahren das folgende ab- 
leiten. 

Jede Zahl aus ist kleiner als jede Zahl aus (4); da nun 

angefuhrten Grunde jedes auf 

beliebig spater folgende Glied zwischen und fallt, so ist 

^n+p ^ lO" ^ 

mit anderen Worten: zu einer beliebig klein festgesetzten positiven 
rationalen Zahl s laBt sich die Stellzahl n so hestimmen, daB 

wird bei leliebigem p. Ein ahnliches Yerhalten zeigt auch die Eeihe (4). 

Der Sachverhalt ist nun der, daB, wiewohl keine der Zahlen die 
Forderung, zum Quadrat erhoben2 zu geben, strong erfitilt, sie dieserFor- 
derung, je weiter man in ihrer Reihe vorschreitet, immer naher kommen 
in dem Sinne, daB die Dififerenz 2 — bei bestandig zunehmendem n 
bestandig kleiner wird und dmrch entsprechende Wahl des 7i unter 
jede noch so kleine positive Zahl herabgedriickt werden kanm 

In diesem Sinne soil und kann die unbegrenzte Zahlenfolge (3) 
zur Definition der durch ]/2 symbolisch angedeuteten Zahl verwendet 
werden. 

13. Xrratiouale Zahlen. Die aus der Betrachtung eines be- 
sonderen Falles gewonnenen Gedankenbildungen soUen nun verallge- 
meinert werden. 
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Der Zahlbegriff. § 1. Reelle Zahlen, 

1. Die Scheidung des Systems der rationalen Zahlen in zwei 
Klassen A, B derart, daB jede Zahl a ans A kleiner ist als jede Zahl 
h ans B, soil ein ScJmitt genannt werden (Schnitt {A,B)\ 

Der Schnitt kann dureh eine rationale Zahl selbst gesohehen; sie 
kann dann nach Belieben der Elasse A als grofite oder der Klasse B 
als kleinste unter ihren Zahlen zngeschrieben werden. 

Erfolgt der Schnitt so, daB A keine groBte und B keine kleinste 
Zahl enth'alt, so bestimmt er eine neue, auBerhalb des Systems der 
rationalen Zahlen stehende Zahl. 

Durch derartige Schnitte definierte Zahlen nennt man irrationale 
ZaJilm^) 

Der Begriff der „einem Schnitt zugeordneten Zahl^^ umfaBt also 
die rationalen und die irrationalen Zahlen. 

2. Eine nnbegrenzt fortsetzbare Edge rationale!- Zahlen 

flo, fli, a^, ■■■ a„, ■■■ (1) 

der die Eigenschaft zukommt, daB sich bei beliebig klein gegebenem 
positivem s der Zeiger n so bestimmen laBt, daB 

<« ( 2 ) 

wird, welche natiirliche Zahl man far p auch nehmen mag, soli eine 
Ftindainentalreihe heiBen. 

LaBt sich eine rationale Zahl a solcherart angeben, daB zn einem 
beliebig klein festgesetzten positiven d eine naturliche Zahl m sich 
bestimmen laBt, derart daB 

|o„ — a;<d, (3) 

solange n > ni bleibt, so sagt man, die Grlieder der Reihe (1) nahern 
sich der Zahl a als Grenze oder die Reihe konvergiere gegen die 

Grenze a. Symbolisch soU dies dnrch den Ansatz 

lim = a (4) 

. ausgedriickt werden. 

Eine Reihe, die gegen eine Grenze konvergiert, ist notwendig eine 
Fundamentalreihe. 

Man kajin namlich n so bestimmen, daB, wie klein auch die po- 
sitiye Zahl e gewahlt sein moge, nicht nur 

sondern auch ^ 

1) Der Begriff der irrationalen Zablen ist geometriscben Urspmngs; in- 
kommensnrable Streckenpaare fuhren auf irrationale Verbaltniszablen. Daher 
erklS-rt es sicb, daB fur sie ursprunglicb der Name inlcommensurahle Zahlen ■fiblich 
war. Das Wort „irrationah^ kommt znm erstenmal in einer lateinischen "CTber- 
setzung eines arabischen Kommentars zn Euklid ans dem 12. Jbrh. Tor. Spater, 
bis ins 16. JJirh,, war die Bezeichnung sur&u^ for irrational gebraucblicli. 
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welche natiirliche Zalil p auch sei; daan aber ist 


also das Merkinal einer Fimdameiitalreilie vorlianden. 

Erfiillt insbesondere die Zabl 0 die Forderung foL ist also 


__ (5) 

solange n > m, so heiBt die Fundamentalreihe insbesondere eine Hie- 
7nentarreihe\ es ist dann 

lim = 0. (6) 

LaBt sich keine rationale Zahl augeben, die der Bedingung (3) 
geniigt, dann ordnet man der Fundamentalreihe eine neue Zahl zu^ 
die man als ihre ideelle Grenze auffaBt und eine irrationale Zalil nennt. 

Der Begriff der „einer Fundamentalreihe zugeordneten Zahl*^"^ um- 
fafit also die rationalen und die irrationalen Zalilen. 

Beispiele, 1. Die Reihe 5 ’ Fundamental- 

reihe; denn 

n-\-p _ P ^ ^ 

^n + p w 4“ 1 1, ^ « -p 1 

kann durch Wahl von n allein beliebig klein gemacht werden. Sie 
hat die Grenze 1, weil 



durch Wahl von n beliebig klein gemacht werden kann. Die Reihe 
definiert also die Zahl 1; hiennit ist der Sinn des svmbolischen An- 
satzes 




erklart. 

2. Die Reihe 1; y > y? * ’ * ist eine Fundamentalreihe, und zwar 

eine El^entarreihe, weil = y beliebig klein gemacht werden kann 
durch Wahl von w. ’Man driickt dies durch den Ansatz aus: 



L 
2 ^ 


£ 
3 ^ 



3. Die mitt-els des Verfahrens der arithmetischen Quadratwurzel- 
ausziehung unbegrenzt fortsetzbare Reihe 1, 1,4, 1^41, 1,414, • • • 
ist nach den unter 12 , 2. angestellten Betrachtungen eine Fundamental- 
reihe und die ihr zugeordnete Zahl ist yi, so daB man sehreiben kann; 

1/2 = (1,1,4, 1,41, 1,414, 

14 . Wenn die Reihen 


^ 1 , 




^ 2 ? 

^ 3 ? 


Ozuber, H6h.ere Mathematik. 
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(7) 

( 8 ) 
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Der Zahlbegriff. § 1. Reelle Zablen. 


gegen die Grenzen a. h konvergieren, so konvergieren die Reihen 

-f + ^23 ^3 + ^3? * ■ * 

& 2 ? ^ 3 ? * * ’ 

rti 

6,^ b,’ 

gegen die Grenzen « + ?>, a — h, ah, y beziehiingsweise: die letzte 

Behauptnng nur unter der \ oraussetzung h 4 = 0 . 

Man braucht, um die Richtigkeit dieser Aussage einzuseben^ sich 
nur klar zu machenj da6 die Differenzen 

a> 

+ + V~b> 

» n 

die sich umformen lassen in 

c„- a + (K- 

(«„ - fl) J + (^. -b)a + (a„ - - b) 

(a^ — 0)1 — (b^ — 6)a 

, 

beliebig klein gemacht werden konnen. 

Dadurch ist zugleich der Satz bewiesen: Sind die Reihen ( 7 ), 
(8) Fundamentalreihen, so sind es auch alle unter ( 9 ) zusammen- 
gefaBten Reihen, die letzte unter der Voraussetzung, daB (8) nicht 
eine Elementarreihe ist. 

Dehnt man die Resultate dieser Betrachtung auch auf den Fall 
ideeller Grenzen aus, so sind dadurch Definitionen fur die Summe^ 
DifferenZ; das Produkt und den Quotienten zweier irrationalen 
Zahlen gegeben. 

Zwei Fundamentalreihen ( 7 ), ' (8) stellen eine und dieselbe Zahl 
dar (sind aqui valent), wenn — ^2 ^2; “■ ^37 * “ Elementar- 

reihe ist. 

Stellt die Reihe a^, • • • die Zahl a dar, so ist der Reihe 

— —«27 ““^3? *** Zahl —a zuzuordnen. 

Von den Zahlen a, &, die durch die Fundamentalreihen 
Ug, • • • und 62, &3, • * « definiert sind, sagt man, daB a^h, bzw. 
a < & sei, wenn die Fundamentalreihe a.2 — h^, ^3 ~ ^3; * * “ 

von einer SteUe ab lauter positive bzw. lauter negative Glieder hat, 
ohne eine Elementarreihe zu sein. 

Damit sind fiir das Vergleichen durch Fundamentalreihen definierter 
Zahlen und fiir das Rechnen mit solchen Zahlen Regeln aufgestellt^ 
welche die fiir rationale Zahlen geltenden Regeln mit umfassen. 
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15. Heelle Zahlen. Die positiyen und negativen rationalen 
und die positiven und negativen irrationalen Zahlen machen zusammen 
das System der reellen Zahlen aus. Jeder seiner Zahlen ist durch die 
Festsetzungen iiber das ,,gr6Ber; kleiner^^ eine bestimmte Stellung 
gegeniiber jeder andern angewiesen, das System ist wohlgeordnet. 

Das System der reellen Zahlen bildet einen Zahlhorper, welcher 
den der rationalen Zahlen als Teil umschlieBt. 

Die Abbildung des Systems der reellen Zahlen auf eine gerade 
Linie ist geeignet, die Vorstellung von demselben scharfer und klarer 
zu machen, als dies durch die arithmetischen Betrachtungen allein 
moglich ist. Sie besteht in folgendem. 

Man teile die unbegrenzt gedachte Gerade durch einen Punkt, 
dem man die Zahl 0 zuordnet, in zwei Strahlen und bestimme den 
einen (den rechten) als Trager der positiven, den andem (den linken) 
als Trager der negativen Zahlen. Ferner wahle man eine Strecke 
als Darstellung der Einheit. 

Einem Punkte A, der in der Geraden angenommen wird, laBt 
sich immer eine bestimmte Zahl aus unserem System zuordnen. 

Tragt man die Einheitsstrecke von 0 gegen A hin Tviederholt 
ab, so kann es geschehen, daB der Endpunkt der a-ten Abtragung in 
den Punkt A fallt: dann entspricht diesem die ganze Zahl +a oder 
— a, je nachdem er rechts oder links von 0 liegt. 

Tritt dieser Fall nicht ein, kann man jedoch eine naturliche 
Zahl b angeben, derart, daB der J-te Teil der Einheitsstrecke bei 
a-maligem Abtragen von 0 gegen A hin genau zu dem Punkt A 

fiihrt: so entspricht diesem der Brtich + y oder — y je nach der 
Lage von A gegen 0. 

Ereignet sich auch dieser Fall nicht, — und daB es Punkte auf 
der Geraden gibt, die durch keine Teilung der Einheit in gleiche 
Teile erreicht werden konnen — dafiir gibt die Geometric Beispiele in 
beliebiger Zahl^) — , so kann durch systematisch fortgesetste Teilung 
(etwa Dezimalteilung) eine Fundamentalreihe konstruiert werden, und 
diese bestimmt dann die zu A gehorige irrationale Zahl. 

DaB auch umgekehrt jeder reellen Zahl ein bestimmter Punkt 
der Geraden entspricht, laBt sich in bezug auf irrationale, d. h. durch 
Fundamentalreihen allein darstellbare Zahlen nicht beweisen, sondem 
wii-d axiomatisch angenommen.^) 

Im Grunde dieses Axioms ist aber dem System der reellen Zahlen 
dieselbe Eigenschaft zuzuschreiben, die der Geraden in bezug auf ihre 

1 ) Das friihest erkannte Beispiel duxfte das der Quadratdiagonale in bezng 
auf die Quadratseite sein. 

2) Auf die Notwendigkeit dieses Axioms fur den Aufbau der Tbeorie der 
irrationalen Zahlen hat G. Cantor 1372 (Mathem. Ann. Y) hingewiesen. 
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Punkte zukommt und die man als StetigMt bezeichnet; ihr Wesen 
bat Dedekind dabin formuliert, daB eine Scbeidung der Punkte 
der Geraden in zwei Klassen 91, S8 derart, daB jeder Punkt der 
Klasse 9( links von jedem Punkte der Klasse S liegt, immer nur 
durcb einen Punkt erfolgen kann. 

Hierdurch erbalt der Aussprucb: Das System der reeTlm ZaJilen 
id stetlg — einen bestimmten Inbalt. 

Der Gedankengang, durcb welcben der BegriiBf der reellen Zablen 
aufgebaut worden ist, fiibrt iiber das praktiscbe BedurEnis, ja iiber 
die Grenzen dessen, was praktiscb ausgeiibt werden kann, weit binaus. 
Das System dieser Zablen ist nacb beiden Seiten unendlicb: unsere 
Eecbnungen aber bewegen sicb in einein verbaltnismaBig engen Aus- 
sebnitt. Das System ist liickenlos: wir aber recbnen, wo es sicb 
nicbt urn formale, sondem um ziffermaBige Resultate bandelt, in einem 
System von rationalen Zablen von unerbeblicber Dicbtigkeit; denn 
bei vielen Eecbnungen wird man verniinftigerweise iiber 2, 3 Dezimal- 
stellen nicbt binausgeben, und selbst bei den subtilsten wissenscbaft- 
licben Eecbnungen nicbt viel weiter. Das so fein ausgebildete Instru- 
ment koramt also, konnte man sagen, gar nicbt zu voUer Anwendung. 

Dazu ist zu bemerken, daB erst durcb die Scbaffung der irrationalen 
Zablen der aritbmetiscbe Zablbegriff dem geometriscben GroBenbegriff 
adaquat wurde, und daB erst jetzt die Aussage voile logiscbe Strenge 
besitzt, jede Strecke (als das Bild einer extensiven GroBe iiberbaupt) 
lasse sicb nacb Annabme einer Einbeit durcb eine Zabl ausdriicken. 
Auf den so ausgebildeten Zablbegriff erst lassen sicb strenge analy- 
tiscbe BegriffsbEdungen griinden. 

Der Unterscbied zwiscben den abstrakten Begriffen und ibrer 
praktiscben Anwendung, auf den bier soeben bingewiesen worden, bat 
AnlaB gegeben, zwiscben Prazisions- und Approximationsmatbematik 
zu unterscbeiden. Jede Approximationsmatbematik wurzelt aber in 
dem Boden der strengen Matbematik. 

16 . Logarithxuiereu. Neben der als Eadizieren bezeicbneten 
Umkebrung des Potenzierens gibt es nocb eine zweite, bei der die 
Frage nacb dem Exponenten gericbtet ist. 

Die Forderung, den Exponenten zu finden, zu welcbem eine 
positive reelle Basis 5 erboben werden muB, um eine gegebene posi- 
tive reelle Zabl a zu geben, fiibrt zu einer Eecbnungsart, die man 
das LogarWmieren nennt; fiir & wird der Name Basis beibebalten, 
a der Numeriis genannt, die Forderung aber und zugleicb ibr eventuell 
vorbandenes Resultat durcb das Symbol 

l0g6« (1) 

1) Stetigkeit und irrationale Zablen. 3. Aufl., 1906, p. 11. 
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bezeichnet (zu lesen: Logarithnms von a inbezug auf Z#). Das Wesen 
der neuen Operation ist dnrcb den Ansatz 

log^a 

y ( 2 ) 

gekennzeicbnet. 

Das Eingeben auf diese Frage setzt die Verallgemeinerung des 
Potenzbegriffs ancli in bezug anf den Exponenten voraus, der bisber 
eine natiirlicbe Zabl war. Diese Terallgemeinemngj wieder anf dem 
Prinzip der Permanenz mbend, gebt dabin, dafi 


1 , 





ip, <i naturliche Zahlen) 
(7 positive rationale Zahl) 


Gestiitzt auf die Tatsacbe, daB, sofern 6 > 1 gewablt wird, cc <C ^ 
die Beziehung zur Folge bat, ferner durcb positive und 

negative rationale Exponenten beliebig groB, aber aueb beliebig klein 
gemacbt werden kann, laBt sicb dnrcb einen Gedankengang, der bier 
nicbt naber ausgefiibrt werden soil, zeigen, daB der gestellten Forde- 
rung entweder durcb eine Rationalzabl oder durcb eine Fundamental- 
reibe geniigt werden kann, kurz, daB die Aufgabe in der bescbriebenen 
Einscbrankung immer ein und nur ein Resnltat ergibt, das dem Gebiet 
der reellen Zablen angebort, daB sie also iiber den Begriff dieser 
Zablen nicbt binausfiibrt. 


§ 2. Imaginare Zablen. 

17. Imaginare und komplexe Zahleu. Das Radizieren als 
erste XJmkebmng des Potenzierens ist in 12 . mit der ausdriicldicben 
Einscbrankung auf positive rationale Radikanden bebandelt worden; 
es soli nun seine Erweiterung auf negative rationale Radikanden in 
Angriff genommen werden. 

Ist der Wurzelexponent n eine ungerade Zabl, % == 2^? + 1; so 
fiibrt die Aufgabe: V— worin h eine absolute rationale Zabl be- 

Sji-i-l 

deutet, auf die Forderung ]/6 zuriick, die immer durcb eine reelle 

2 p + l 2i? + l 

Zabl erfiillt wird; es ist dann ]/— 6 = — ]/ . 

Ist der Wurzelexponent n eine gerade Zabl, n=^2p, so stellt 

das Symbol y—fe eine durcb reelle Zablen nicbt zu befriedigende 

1) Es kSnnte scbeinen, als ob die Fragestellung nocli allgemeiner wurde 
dtirch Zulassung aller reellen, also auch der irrationalen Radikanden; aber das 
Radizieren solcber fiihrt auf das Radizieren der Glieder der definierenden Funda- 
mentalreiben zurnck, also wieder auf rationale Zablen. 
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Der Zalilbegi'iff. § 2. Imaginare Zahlen. 


Forderungj weil im Grunde der Multiplikationsregeln fiir relative Zahleu 
weder eine positive noch eine negative Zahl zu einer geraden Potenz 
erhoben ein negatives Kesultat ergeben kann. Lafit man, von dem 
Prinzip der Permanenz Gebraucb machend, die Regeln fiir das Recbnen 
niit Wurzelgrofien in bezug auf den gegenwartigen Fall fortbesteben^ so 

kann die gestellte Forderung auch durcb. die andere y]/— 6 ersetzt werden 
nnd ]/—& vriederum durcb ]/6]/— 1; was der erste Faktor fordert, 
ist durcb eine bestimmte positive reelle Zabl erfiillbar; der zweite 
Faktor ist zunacbst ein bloBes Symbol, Fiibrt man dieses Symbol 

y-i (1) 

mit dem Zeicben i als eine neue ZaM ein, so stellt sicb die Losung 
von ]/— durcb 

( 2 ) 

dar. 

Urn also die Aufgabe, welcbe durcb das Zeicben YB, worin B 
eine relative rationale Zabl bedeutet, immer, somit auch dann aus- 
fiibrbar zu macben, wenn B eine negative Zabl ist, ist die Einfiih- 
rung neuer Zablen von der Form (2) erforderlicb. Man nennt diese 
Zablen zum Unterscbiede von den reellen imaginare Zahlen,^) nennt 
? die imaginare Einheit,^) jS ibren Koeffizienten. 

Dem Prinzip der Permanenz zufolge bat diese Einbeit dem Grund- 
gesets 

= (S) 

zu geborcben. 

Bezeichnet a eine zweite reelle Zabl, so wird das Aggregat 

cc + ^i (4) 

eine I'omplexe ZahP) geiiannt. 

Mit der Scbafifung des Begriffs der kompiexen Zablen bat der 
Zablbegriff einen gewissen AbscbluB eiiangt.^) Die Form (4) umfaBt 
die reellen Zablen, wenn = 0, die imaginaren, wenn cc ^0, die 
kompiexen, wenn a =4= 0, j3 4=0- Indessen begreift man unter dem 

1) In diesem Sinne bat zuerst Descartes die Termini in seiner Geometric, 
1637, beniitzt. 

2) Der Gebraucb des i als Zeicben fur y — 1 ist zum erstenmal in einer 
aus dem Jabre 1777 stammenden Abbandlung L. Eulers anzutreffen. Yerall- 
gemeinert wurde er jedocb erst durcb GauB’ Disquisitiones aritbmeticae, 1801. 

3) Diese Benennung stammt von Gaufi, der sie in der Tbeoria residuorum 
biquadraticorum II (18*28—1832) eingefiibrt bat. 

4) Man sagt von der kompiexen Zabl (4), sie sei aus zwei Einbeiten, 1 und i 
(al-j-jS*), zusammengesetzt. Die sogenannten boberen kompiexen Zablen, die 
sicb aus mebr als zwei „Einbeiten‘‘ zusammensetzen , fiibren uber die Grenzen 
dieses Bucbes binaus. 
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Worte imaginare ZaUen aucla die komplexen und nennt Zahlen von 
der Form (2) vorzugsweise rem imaginlir. 

18. Definitionen. Rechnimgsregeln. 1. Die Null ist in der 
Form einer komplexen Zahl nur auf die einzige Art 0 + 0 / darstellbar. 

2. Zwei komplexe Zahlen a + a (i' i sind dann und nur 

dann gleich, wenn ^ 

3. Zwei komplexe Zahlen der Form — a — heiBen 

entgegengesetfft, 

4. Zwei komplexe Zahlen der Form « + a — heiBen ion- 
jugiert D 

5 . Die Addition zweier komplexen Zahlen ist definiert durch den 
Ansatz; 

(a + ^i) + (a + ^'i) a + ci + ((5 + / 3 ') 2 . ( 5 ) 

Vermoge dieser Regel bleibt aueh far die Addition komplexer Zahlen 
das kommutative und bei Ausdehnung auf mehr als zwei Summanden 
das assoziative Gresetz bestehen. 

Die Subtraktion ist die Addition des entgegengesetzt genommenen 
Subtrahends zum Minuend; d. h. 

(a + /3i) — («' + /3'i) = (a + jSi) + + (/3 — jS') 2 . (6) 

Folgerungen hieraus: Die Summe zweier konjugiert komplexen 
Zahlen ist reell; ihre Differenz rein imaginar: 

(a + /3f) + (cf, — pi) = 2cc 

{a + pi) — {a — pi) == 2/3/. 

6. Bei Aufrechthaltung des distributiven Gresetzes der Multipli- 
kation reeller Zahlen auch bei Binomen der Form (4) und unter Be- 
achtung des Grundgesetzes (3) ergibt sich fiir die Multiplikation 
komplexer Zahlen die Regel: 

{a + pi) {a + p'i) ^ aa — pp' + (ap' +■ a p) i . (7) 

Folgerungen daraus: Weil 

(ap' + a:py= ((.^+ P^) + / 3 '^), 

so kann das Produkt zweier komplexen Zahlen nicht Null werden, 
ohne daB ein. Faktor Null wird. 

Das Produkt zweier konjugiert komplexen Zahlen ist reell und 
positiv: 

{a + pi) (a — pi) =ec^+ p^, (8) 

Man nennt + P^ die Norm aller in + « ± /3 / enthaltenen komplexen 
Zahlen. 


1) Nach A. Caucby, 1821. 



24 


Der ZablbegrifF. § 2. ImaginS-re Zahlen. 


7. Setzt man, um zur Divisionsregel zu gelangen, den Quotienten 
in der Form einer komplexen ZaKl an: 

a. -j- Bi . 

SO ist 

« + ^ j = («' + ^'i) [x + 2/0 = + « 2/)^ 

die unmittelbare Folge, aus der sich auf Grrund von 2. zur Bestimmung 
der Elemente x, y die Gleiehungen 

ax — ^’y — a 
P'x + ay 

ergeben; eliminiert man einmal y, ein zweitesmal x, so kommt man 
zu den neuen Gleiebungen 

(«'H /3'0« = «“'+i3|3' 

(«'H ^'-)2/ = «'/3 - «iS'; 

sofern also a'^+ was mit Riicksicbt auf 1. aucli so viel heiBt 

als «' + §'i + 0, ergibt sich fflr x, y die einzige Bestimmung: 
aa p§' ,, _“'|5 — 

unter der soeben gemachten Voraussetzung ist also 
“' + ?'*■ 

19. Trigonometrische Form einer komplexen Zahl. Die 

positive Quadratwurzel aus der Norm einer komplexen Zahl a ^i, 


aa + a'P — ap' . 

a'i + P’i' a'S+j? s 


( 9 ) 


= + (10) 

nennt man deren Modul, Mit seiner Beniitzung schreibt sick 

a+/3? = j-(y +^f), 

und da = 1, so lafit sich in dem Intervall (0,2 it) ein und 

nnr ein Winkel (p bestimmen derart^ dafi 

(11) 


cos 9 


u 

r ^ 


Sin g? — ^ . 


Dann hat man 


a + = r (cos g? + ^* sin g?) . (12) 

Diese Darstellungsform^) ist fiir die Ausbildnng des Rechnens mit 
komplexen Zahlen von der groBten Bedentnng geworden. 

Den Winkel g? nennt man die Amplitude oder Anomalie von 
a + Unter Benntzung von r, g? soli fiir die komplexe Zahl a + 
auch das abgekiirzte Zeichen verwendet werden. 

1) Ihr Urheber ist L. Euler, 
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Multipiikation und Division stellen sicL. nun wie folgt dar: 
Es ist 


^>4/ == (cos (f + t sin (p) (cos (f' + i sin (f') 

= rr [cos (f cos (p' — sin (p sin (p + i (sin (p cos 9 :' cos q sin qj] 

d. i. 


rtpf'^r = rr' {cosf^: + q,') + i smUq + q')\ = (rr'),^^,^, 


ferner 


r cos qp + 2 sin qp 


y ^ ^ 

T ^ r cos qp^ -f- i sin qp' 


d. i. 




cos qp cos qp' + sin qp sin qp' sin qp cos qp' — cos 


cos - qp' -j- sin- qp' 


cos* qp' -j- sin* qp 


iqpsinqp' 

[V 7’ 


= 7 1 cos {q - q') + i sin {q - q')] = (y) 


(13> 


(14) 


20. Moivresche Binomialformel. Delint man die Formel (13) 
auf n Faktoren r\f„, . . . aus, so ergibt sick fur ikr Prodnkt 
der Modul die Amplitude + 92 + • • • + ^o^den 

nun die Faktoren samtlich gleich der Zahl r^, so gekt ihr Produkt 
in die ?i-te Potenz, sein Modul in r”, die Amplitude in nq iiber, 
so daB 

( r (cos q + i sin q) } " = r" (cos nq + i sin n q). (15) 

Hieraus gebt der Ansatz 

(cos 9 + i sin 9 ?)” = cos nq + i sin nq (16) 

Fervor, den man als Moivresche Binomial fo^^meV) bezeichnet. Nack 
dem Gauge der Herleitung ist bei n an eine naturlicke Zakl zu denken. 
DaB die Formel auck fur ein negatives gauzes n Geltung kat, wenn 
man die Permanenz in alien Belangen wakrt, ist so zu erkennem 
Es ist 


1 

cosTfj + i sin 'Ip 

Daker 


cosO + i sinO 
cosTp + ^ sin'ip 


= cos (— + i sin (— iff) . 


(cos q + i sin 9 ?)“" 


1 

(cos qp + i sin qp 1” 


1 

coswqp + isinuqp 


= cos (— nq) + ^ sin (— nq ) . 

21. Badizieren komplexer Zahlen. Urn das Wurzelzieken 
an komplexen Zaklen zur Ausfukrung zu bringen, geke man von dem 
Ansatze 

yV (cos q + i sin q) = ^ (cos o + sin cd) 
aus, dessen unmittelbare Folge 

{ Q (cos (0 + ^* sin cd) } ” = r (cos 9 ? + ^* sin 9 ^) 


1) Dem Inkalte nack 1730 von A. de Moivre begrundet, in der beutigen 
Form erst 1748 von L.Enler in der Introductio in analysin infinitomm gegeben. 
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ist; wendet man links die Formel (15) und hierauf die Definition 18 , 2. 
an, so ergeben sich zur Bestimmung von q, oj die Gleicbimgen: 


cos uco r cos g) 

()” sin? 2 C 3 = r sin (p: 

sie liefern somit p'" r und ^ = 7 /r worunter die einzige 

positive Zahl zu verstehen ist, die zui* n-ten Potenz erhoben r gibt, 
die „aritbmetisclie^‘ ^i-te Wurzel aus r: femer 

= g ? + 21c7c, 


worin 7 j jede ganze Zahl, mit EinschluB der 0, bedeuten kann. Hier- 
nach ergibt sich das anscheinend unbegrenzt vieldeutige Resultat: 


n J — ; — - 7 - / 

yr (cos gp + e sin 9 j = y r 


I H ‘ n I 


Wenn man aber A* nach und nach die Werte 0 , 1 . 2 , ... n — 1 er- 
teilt, so ergeben sich alle Werte, deren die rechte Seite fahig ist; 
jede andere Substitution fiihrt nur zu einer Wiederholung. Bezeichnet 
man namlich eine Zahl der obigen Reihe mit v, so laBt sich jede 
Zahl k auBerhalb dieser Reihe in der Form In + v darstellen, wobei 
Z eine ganze Zahl mit AusschluB der 0 bedeutet; es ist aber 

(p "h 2 t ItI ”1“ v) (p — ^VTt I 

_ s-~ u 


und da 2l7C auf den Wert von cos und sin ohne EinfluB ist, so gibt 
tatsachlich die Substitution k =^ln+ v dasselbe Resultat wie die 
Substitution A* = v. DaB endlich die aus den Substitutionen A = 0, 
1 , ... n — 1 hervorgehenden Werte untereinander verschieden sind, 

folgt daraus, daB die zugehorigen Werte von verschieden und 

samtlich in dem InterYall (0,2 jt) enthalten sind, innerhalb dessen es 
keine zwei Winkel gibt, die in Kosinus imd Sinus iibereinstimmen. 
Es ist somit endgiltig 


— J ; — ; — ; r |!?/“. f 9 + , . . Qp-f'2A^) 

y r (cos 9? + ^ sm 9) = |y r , I cos h ^ sin j , 

TA = 0, 1, 2, ... n — 1). 

Hierin spricht sich der Satz aus, daji die n4e Wurzel atis jeder 
Zahl yi von einander verschiedene Weyiie hesiid, wenn man redle und 
komplexe Lmmgen als gleieliberecJitigt ansieht 

Nunmehr kann gezeigt werden, daB die Moivresche Binomial- 
formel auch fiir gebrochene Exponenten gilt. 

Im Hinblick auf die Multiplikationsregel (13) ist der zweite 
Faktor der rechten Seite von (17) das Produkt aus 

V 


cos + i sin 

n 


und 


2 Jc^ 7C , 

COS — + 
n ‘ 


sin 


2 tc 


+ ^2 ~ 5 


n 


n 



Moivresclie Binomialformel. 


die zweite dieser komplexen Zahlen kann aber, weil 
cos -4- i sin 27:2^: ~ 1 

ist, als n-te Einlieitmursel gedeutet und demgemaB geschrieben 
\^erden, so daB aucli 

yr (cos 9 + 7 sin g?) = ; "j/r ; |cos -|- i sin j |/ ^ Qg ^ 

Man erbalt also die Yerscbiedenen Werte in (IT), indem man irgend 
einen bestimmten davon mit den Einbeitswurzeln 

yi = cos + i sin ( 7t = 0, 1, 2, ... >2 — 1 » (19) 

multipliziert. 

22. Auweuduugeu. 1. Aus derMoivresclienBinoinialformei(16j 
folgt, wenn man deren linke Seite wie ein reelles Binoni entwickelt 
und dabei von dem Grundgesetz (3) Gebrauch macht: 

cos” q) — cos”“^ (p sin^ q + cos””'^ q sin^ g: — . . . 

+ i cos”'"^<psing? — cos”“^g7 sin® g: H | = cos> 2 g? 4 -i sinwgj, 

woraus sicb. 

cos>i^ == cos”g? — ^ 2 ) cos”"'-g) sin-g? + Q cos””^g? sin^q — . - . 


sinwg? = Q cos”-^g? sin 9 — cos””®g? sin®g? + . . . 

ergibt; die Entwicklungen baben vermoge des Umstandes, daB in 
Jc < n sein mufi , einen bestimmten AbscbluB. Beispielsweise 


ist also 


cos 2 g 7 = cos® q — sin® g? 
sin 2 g? == 2 cos gj sin g? 

cos 3gj == cos® g? — 3 cos g? sin® g? = 4 cos® g? — 3 cos q 
sin 3g? = 3 cos® g) sin g? — sin® g = 3 sin g? — 4 sin® q , 
usw. 


2. Die dritten Wurzeln aus der positiven Einbeit sind durcb 

lliTl 

3“ 


cos ^ 4 - + 7 sin ; (/i = 0 , 1 ; 2 ) 


bestimmt : 


u\ 1 , 


W 2 = cos - 


27C 




47r , . . 4 jc 1 t i/Q 

W 3 = cos « sm -g- = — -2 — Y K o ; 
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aiis ilirer trigonometrischen Form erkeimt man unmittelbar, da6 
M's = aber aucb, daB = w|; bezeichnet man also eine der 
lioniplcxan TVurzeln mit ic, so konnen alle drei VV urzeln durch 

tc, ic^ 

dargestellt werden. 

3/ Die Forderung 'f' — h, von der in 17 ausgegangen worden war, 
erscbeint jetzt auf die Forderung f'/ zuruckgefultrt; da nun i = cos ^ 


' sin ” gesetzt werden kann, so hat man nach (17) 
y I - cos^— ^ sm ^ ^ (k 0, 1, . . . p - 1) . 
Es ist also beispielsweise 

cos g + * sin g- = 

3/. OTt , . . OTt — t/S + i 

y j = i cos — + 1 sin = ^ 

9'Jt , . . 977 ? 

cos — + ^ Sin ^ . 


23. G-eometriscbe Barstellimg der komplexeu Zahlen. 


Zwei zueinander senkrechte Gerade OX, OY, Fig. 1, mit gemein- 
Y samem Xnllpunkt soUen nach Annahme einer 



Fig. 1. 


Langeneinheit 1 jede fiir sich znr Darstellung 
des reellen Zahlensystems verwendet -werden 
(15). Dem Punkte A aaf OX entspreche 
die Zahl dem Punkte B auf OY die 
Zahl P] dann konnte das Punktepaar B 
als Bild der komplexen Zahl a + pi ge- 
nommen werden. Vollkommener wird die 
Abbildung durch den Punkt M erreicht, der 
Uj p zu rechtwinkligen Koordinaten hat^)^ 


weil durch einen Punkt dem einheitlichen Charakter der Zahl a pi 


besser Rechnung getragen ist, als durch ein Punktepaar. 

Jedem Punkte der Ebene entspricht auf diese Art eine bestimmte 
Zahl; diese ist reell, wenn der Punkt in OX liegt; rein imaginar, 
wenn er auf OY liegt; komplex, wenn er auBerhalb beider Geraden sich 
befindet. In dieser Auffassung heiBt die Ebene auch Zahlenebene 
Oder komplexe Zahlenebene. 


1) Diese Darstellungsweise ist zum erstenmal von dem daniscken Feld- 
messer Kaspar Wessel in einer ans dem Jabre 1797 stammenden Abhandlxmg 
angegeben worden; Anklange an den gleicben G-edanken finden sicb in der 
Dissertation von Gaufi (1799); nnabb^ngig von beiden erfand sie J. fl. Argand 
(1806). Zur Verbreitung aber verbalf ibr erst GauB durch seine Tbeoria resi- 
duorum biquadraticorum (1828 — 1832). 
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Die durcli die Grleiclmngen (10; und ( 11 ) eingefiilirteii GroBen 
q) sind unmittelbar als Radiusvektor 03£ und als dessen Winkel 
nit OX zu erkennen. Hieran kniipfen einige iibliclie Benennungen 
Lii; man kat die komplexen Zahlen aucb Blchiiingssalilen genannt^, well 
licbt bloB die GroBe von OM, sondem auch dessen Richtung auf 
lie dargestellte Zahl EinfluB hat, als deren geometrisches Bild statt 
les Punktes M auch die gericlitete Strecke OM gelten kann. Wahrend 
nan weiter r als den absoluten Betrag von a ausieht und dem- 
remaB wie bei reellen Zahlen \cc + dafur schreibt, nennt man das 
Binom cos ^ ^ sin 9 den Richtungskoeffizienten dieser Zahl. Reelle 

Zahlen eines bestimmten absoluten Betrags gibt es nm* zwei; kom- 
plexe Zahlen hingegen unbeschrankt viele: ihre Bildpunkte liegen in 
sinem um 0 beschriebenen Kreise. 

24. Geometrische Ausfuhrung der Bechmmgfsoperationexi 
mit komplexen. Zahlen. Den arithmetischen Operationen mit den 
Zahlen lassen sich gewisse geometrische Operationen mit den sie dar- 


stellenden gerichteten Strecken an die Seite stellen; es ist damit ein 
graphisches Verfahren gegeben, das in gewissem Sinne die arithme- 
tischen Operationen zu ersetzen vermag. 

Der Addition von a + /3i und a'-f /3'i entspricht die geometrische 
Addition der darstellenden Strecken OM, 031', die darin besteht, daB 


man die eine Strecke nach Richtung und GroBe 
an die andere anfiigt, Fig. 2; S Oder OS ent- 
spricht der Summe, so daB man sjmbolisch 
schreiben kann: Wenn 03I=a + fii, 031' 
= «' + P'i, so ist OS = 03£ + 031'. Bei 
n Zahlen tritt an die Stelle des zweiseitigen 
ein w-seitiger Linienzug. Das kommutative 
und das assoziative Gesetz der Addition treten 
anschaulich hervor. 

Der Subtraktion (a jSi) — (a + fi'i) ent- 
spricht die geometrische Addition einer mit 
03£' entgegengesetzten Strecke zu OifeT; es 



ist dann OD = 031 

- oir. 

Die Multiplika- 
tion erfolgt dadurch, 
daB man 031 um den 
Winkel cp' weiter- 
dreht und aus 031, 
0 31' und 1 die 
Strecke 0 N kon- 


A 

JP 



Fig. S. 


/ 





Fig. 4. 


struiert, deren MaBzahl rr ist, Fig. 3; es gilt dann der symbo- 
lische Ansatz: OP = 031. 031'. 
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Zum ZTvecke der Division hat man 031 um den Winkel (p' 
^lirilcl’zxidYeheTi iind aus 031, 031' iind 1 die Strecke OH zu kon- 

stmieren, dereii MaBzahl ^ ist^ Fig. 4; es ist dann ^ 

Urn die Potenzen von a + dar- 
zustellen, drehe man den abbildenden 
Strahl 031 weiter um cp, 2(p, , . . und 
trage auf den so erhaltenen Strahfen die 



Strecken OL^, 


deren MaBzahlen 


vermoge der angewandten^ aus der Figur 

ersichtlichen Konstruktion r\ sind, 

nach OPo, OP3 . . . ab, Fig. 5 ; damach 
ist dann OP^ = 031% OP3 = 03P, . . . 
Die Darstellung beispielsweise der 4. Wurzeln aus a + voll- 
zieht sieh in folgender Weise. Man beschreibe einen Kreis^ dessen 


Fig. 5. 


A 



Radius die MaJBzahl ^r] hat, teile den 
Bogen dieses Kreises, der zum Zentri- 
winkel (p gehort, in vier gleiche Teile, 
und Tom ersten Teilungspunkte Wi aus 
den ganzen Umfang ebenfalls in vier 
gleiche Teile; dann sind Oy[\, 

OTFg, OTF^ die Rilder der vier Werte 
von Ya-{- pi, Fig. 6 . Denn die Ra- 
dienvektoren der Punkte W^, TFg, W^, 
TF 4 sind alle gleich |t^|, und ihre 
Amplituden betragen 


Fig U- 


(p qp-{-27r (p 4: 7t 


Dieses Beispiel zeigt, daB die geometrische Darstellung der Wurzeln 
eines bestimmten Grades aus einer komplexen Zahl zusammenhangt 
mit einer Kreisteilungsaufgabe, namlich mit der Teilung eines Kreis- 
bogens und des Ereisumfangs in die entsprechende Anzahl gleicher 
Teile. Man kann daran ferner die Tatsache wahrnehmen, daB alle 
Wurzelwerte aus einer Zahl (ob reell oder komplex) den gleichen ab- 
soluten Wert besitzen. 



Unendliclie Zahlenfolgen. 


31 


n. Abschnitt. 

Unendliclie Eeihen nnd Produkte. 

§ 1. Gmudlegeiide Begriffe. 

2S. XTneudliche Zahlenfolgen. Eine iinbegrenzt fortsetzbare 
er imendlicbe Polge reeller Zahlen 

Oj^<j (X^j . . . 

irz kann bei fortscbreitender Verfolgung ihrer Glieder ein yer- 
hiedenes Verhalten zeigen. 

Nabern sich die Glieder einer bestimmten Zabl a derart, da6 
mit bestandig zunehmendem n scblieBlich unter jeden nocb 
klein festgesetzten Betrag sinkt, so nennt man die Zablenfolge 
mvergent, a ibre Greme und driickt diesen Sacbverbalt durcb den 
nsatz 

lim a (^1) 

n =s X 

IS. >1 = oo bedeutet bier, dafi n fiber jede nocb so groBe nattirliche 
abl binauskommt. 

Die notweftidige und hinreicliende JBedingung fur die Existenz einer 
heme, also fiir die Konvergenz von (aj, iesteM darin, daf — 
urch WaM von n allein, also hei jedem p, heliehig Jclein gemaclit iverden 
ann. (Vgl. biermit 13 , 2., wo die als rationale Zablen voraus- 
■esetzt waren.) 

DaB die Bedingung notwendig ist, folgt aus dem Begriff der 
irrenze ( 13 , 2.). DaB sie aneb binreicbt, ist so zu erkennen. Ist 
inmal \<^n+p'~ % \ ^ ^ zwischen — b und a^+ b; 

liese Werte konnen aber durcb Wabl von 7i einander beliebig nabe 
jebracbt werden, und da alle sp'ateren Glieder der Folge zwiscben 
bnen entbalten sind, so ist damit gezeigt, daB sicb die spaten Glieder 
ier Polge in beliebig eng zu ziebende Grenzen einscblieBen lassen, 
3aB sie also selbst eine Grenze besitzen. 

IFberscbreiten die Glieder von (aj scblieBKcb jede nocb so groB 
Festgesetzte positive Zabl A', oder sinken sie unter —Jc, so sagt man, 
die Grenze von sei positiv unendlicb (+ cx) oder kurz co), bzw. 
negativ unendbcb (— oo) und druckt dies durcb die Ansatze 

lim = oo, lim = — oo {2} 

n = 00 » — X 

aus. Die Zablenfolge beiBt dann (eigentlicb) divergent, 

Es kann ecblieBlicb gescbeben, daB weder einer Grenze zu- 
strebt nocb unendlicb wird; man nennt dann die Zablenfolge (a„) un- 
eigentlicb divergent. 
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Ntir erne Iconvergente Zahlenfolge definiert elne hestimnite Zalil. 
Die Zahlenfolge («„) soli monoton genannt werden, wenn ihre 
Glieder^ wenigstens von einem bestimmten angefangen, niemals ab- 
nebmen oder niemals wachsen. 

Bei einer monotonen Zahlenfolge kann nur zweierlei stattfinden: 
1st sie zunehmendj so kann das Wachsen der Glieder liber jede Schranke 
hinansgehen (lim = co) oder gegen eine bestimmte Grenze hin er- 
folgen; ist sie abnehmend, so konnen die Glieder schlieBlich unter 
jede Schranke fallen (lim a,, = oo) oder aber einer Grenze sicbi 
nahem. Fiir die Beurteilung ist der folgende Satz von Nutzen. 

Wenn die Glieder einer monoton mmehmenden Folge unter einer 
festen Zald G lleileny so Jiahen sie noticendig eine Grenze; gleiches gilt 
fiir die Glieder einer monoton ahnehmenden Folge. wenn sie iiber einer 
festen Zalil g Ueiben. 

Bliebe namlich immer, wie grofi auch n genommen wird, 

^ f, 

so -ware auch ««+ 2 {, — ^ « 

®n + 3j) ^n + 3p ^ ® 

+ + — Ip ^ * 

somit - a„ ^ ke 

nnd ^ + A's kann aber durch entsprechende Wahl 

von h groBer als G gemacht werden; dann aber ware cin^kp^ 
gegen die Yoraussetznng. Es muB also schlieBlich ^ 

werden, und damit ist die Konvergenz bewiesen. Ahnlich ware der 
Beweis fiir den andem Pall zu fuhren. 

26. XJueudliclie Reihen^). Begriff der Konvergenz und 
Bivergenz. Es sei a^, . . . eine unbegrenzt fortsetzbare Polge 

reeller Zahlen; man bilde aus ihr eine neue Folge s^, s^, s^, ... s^. . 
indem man aus den ersten 1, 2, 3, . . . w . . . Gliedem die Summe nimmt; 

” % 

s^^ $2 + ag (1) 

Sn == + * * * + ^n- 

1st die Zahlenfolge Sg, Sg, . . ., korz (s^, konvergent, so nennt 
man auch die unendlieJie Beihe 

oc 

% + ^2 + d ; kurz ^ a^, (2) 

1 

1) Die Einfahrung uiiejidlicher Reihen in die Mathematik reicht ins 17. Jahr- 
Imndert zurtlck; ihre richtige Behandlnng lehrte aber erst das vorige Jahrhnndert. 
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convergent^} und bezeichnet die durch definierte Zahl s- 

lims„ = s (3) 

71 = X 

ils Wert Oder Summe oder als Grenze dieser Reihe. 

ISrach den Ausfulirungen des vorigen Artikels lautet die allgemeine 
Bedingung fiir die Konvergenz von (2) daliiii, daB sich bei beliebig 
klein gegebenem positiven a eine natiirlicbe Zahl m angeben lassen 
rniisse derart, daB 

Oder aiisgescnneben: 

+ ^n-i-2 + 

so lange n > m, in Worten: Soil eine Reihe hoyivergent sein, so mufi 
sich eine Stelle hestimmen lassen, von welcher ai jecle heliebig umfany- 
reiche Glbdtrgrfppe eine beliebig Jdeine Summe gibt^). 

Wendet man die allgemeine Bedingung auf den Fall = 1 an, 
so besagt sie, daB die Glieder einer Reihe, soil sie konvergent sein, 
mit wachsendem Zeiger dem absoluten Betrage nach notwendig be- 
liebig klein werden miissen, daB also, symbolisch ausgedriickt, 

lim = 0 (5) 

71 = X 

bestehen mtisse, Es wird sich jedoch zeigen, daB dieses Verhalten 
zur Konvergenz nicht hinreicht. Bei alien Reihen, die wir weiterhin 
betrachten, wil'd die Bedingung (5) als erfiillt vorausgesetzt. 

Die Reihe (2) heiBt divergent^), wenn die Zahlenfolge (sj eigent- 
lich oder uneigentlich divergent ist. Im Falle der eigentlichen Diver- 
genz von (5„) sagt man auch, die Reihe habe eine unendliche Summe. 
Eine Tionvevgente Reihe definiert eine bestimmie Zahh 
Die in (1) zusammengestellten Summen nennt man Rartialsummen 

X 

von 

1 

27 . Folgerungeu. 1. Die Erganzung der Partialsumme s^ zur 
unendlichen Reihe, d. i. 

+ + ( 6 ) 

nennt man den zu s^ gehdrigen Rest Auch er bildet eine unendliche 

1) Das Wort „Konvergenz“ kommt, auf Umfange von Sehnen- und Tan- 
gentenpolygonen mit wachsender Seitenanzahl angewendet, zum erstenmal bei 
dem englischen Mafehematiker J. Gregory (1667) vor und hat sich seither in 
der ganzen Mathematik eingebiirgert. 

2) Diese allgemeine Bedingung der Konvergenz hat zuerst B. Bolzano 
(1817) angegeben; doch ist sie erst durch Cauchys Schriffcen weiter bekannt 
geworden, dem auch meist die Prioritat zugesprochen vrird. 

3) Dieses Wort in seiner Anwendung auf Reihen, aber wahrscheinlich noch 
nicht in dem heutigen Sinne gemeint, kommt zum erstenmal bei Nik. 1. Ber- 
noulli (1713) vor. 

Czuber, HOliere Matbematik. 


3 
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Reiliej^ die mit dei* ursprungliclien zugleicli konvergent oder divergent 
ist; denn die Partialsummen Si, s'a, ^ 3 , * • • von ( 6 ) bilden die ZaUen- 
folge 

deren Grenze s — ist, wenn die KeiRe ( 2 ) konvergiert, dagegen xm- 
endlieh oder unbestimmt, wenn ( 2 ) divergiert. 

Dieser Tlmstand gestattet es, bei der Priifung einer Reihe auf 
ikre Eonvergenz beliebig viele Anfangsglieder fortzulassen. 

2. Da bei einer konvergenten Reihe die Bedingung (4*^) durch 
Wahl von n bei helieiic/em p erfullt werden kann, so besteht dann 
auch die Beziehnng 

<«■ 0) 
Bei einer konvergenten Reihe kann man also in der Folge der 
Partialsummen so weit fortschreiten, da 6 der zngehorige Rest dem 
absoluten Werte nach unter eine im voraus beliebig klein festgesetzte 
positive Zahl herabsinkt. 

Diese Zahl s bezeichnet dann auch die Schranke, unter welcher 
der Fehler liegt, den man begeht, indem man statt der unendlichen 
Reihe deren Partialsumme nimmt. 

00 

3. Besteht die Reihe ^ aus lauter positiven Gliedem, und ist 

1 

sie konvergent^ so ist auch jede Reihe konvergent, die aus ihr durch 
TJnterdriickung einer durchlaufenden Folge von Gliedem (z. B. jedes^ 
zvreiten, dritten Gliedes oder dgl) entsteht. 

Denn, ist die Bedingung 

erfullt, so bleibt sie es auch dann, wenn auf der lioken Seite Glieder 
ausfallen. 

OO 

4. Besteht die Reihe 2 lauter positiven Gliedern, und ist 

3 

sie konvergent, so ist auch jede Reihe konvergent, die aus ihr ent- 
steht, indem man bei einer durchlaufenden Folge von Gliedem das 
Zeichen andert. 

Denn, ist die Bedingung 

+ l H + ^ 

erfullt, so bleibt auch nach Anderung des Zeichens einiger (oder aUer) 
Glieder 

I + l ^ 1" 1 < 

■weil I + ‘ " + I ^ 1 “«+i I + i»«+ 2 1 "t 1" I ®»+j, 1 

5. Ist die Reihe konvergent und s ihre Grenze, so ist auch 

CO ^ 

die Reihe (^ + 0) konvergent und Jcs ihre Grenze. 
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Hat namlicli die Grrenze s, so hat Ics^ die Grenze ks. 
Divergiert hingegen die erste Reihe, so divergiert auch die zweite. 
Derm mit hat auch eine unendliche oder eine unbestimmte 
Grenze. 

3C * 

6. Sind die Reihen konvergent gegen die Gren- 

zen 5 und t, so sind auch die Reihen 

1 1 

konvergent und haben die Grenzen s + bzw. s ~t 
Derm mit — s, ^ werden gleichzeitig auch 

~ -r i), ~ — (s 0 

beliebig klein. 

28. Beispiele. L Es sei • • • eine unbegrenzt fort- 

setzbare Folge reeller Zahlen, und man bilde aus ihr die neue Polge 


^ 2 ? ^2 ^^ 3 ? ^3 — ^3 ^ 4 > ‘ 

X 

daim hat die Reihe aligemeine Partialsumme 

ist also die Zahlenfolge {a^ konvergent und a ihre Grenze, so ist 

X 

auch die Reihe konvergent und 

s ^ a 

ihre Grenze 5 insbesondere ist 5 == wenn a = lim — 0 ist. 

« = X 

Spezielle Palle. 1. Aus der Zahlenfolge ^1, -g-, die Null 

zur Grenze hat, entsteht auf dem beschriebenen Wege die Reihe 

i_ . 1 • J_ ^ 

1*2 ' 2.a 3-4 ‘ ’ 

die konvergent ist und = 1 zur Grenze hat, so daB man schreiben 
kann: 


y— 

n{n^ 


{n + 1} 


■h 


( 8 ) 


2. Die ebenfalis gegen Null konvergierende Zahlenfolge 

(1.4-.I.I. ■) 


fiihrt zu der Reihe 


-^+— +— + 
1 . 3 ^ 3 - 5 ~ 5 * 7 ‘ 


deren Grenze 1 ist, so daB (27, 5.) 

CD 

V- 


^ (2m— 1) (2« + l) 
1 


( 9 ) 


3 * 
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3. Aus der Zahlenfolge (1, • • *) entsteht auf dem be- 

schriebenen Wege 

(1 - 3) -h (1 — 3;3 -r fl - 2)S- H 5 

nun isfc die Zahlenfolge konvergent und 0 ihre Grenze, wenn 1 3 i < 1 ^), 
SO daB far diesen Fall 

1 = (1 — 3 ) + (1 — 3)3 + (1 — 3 ) 3 - — , 

also 

I’s'-rh-'-' 

0 

Wenn biugegen q > so ist die Zahlenfolge eigentlich diver- 
gent^} und rait ihr gleichzeitig die Reihe 

Bei ^ = 1 geht ^q^ in die Reihe 1 -f- 1 -f- 1 + • • • uber, die 
0 

eigentlich divergent ist. 

00 

Bei ^ — 1 wird aus ^q” die Reihe 1 — l-pl — lH > deren 

0 

Partialsummen abwechselnd 1 und 0 sind; die Reihe divergiert un- 
eigentlich, man sagt, sie oszilliere zwischen 1 und 0 .^) 

Als Ergebnis dieser Untersuchung kann man den Satz formu- 

ce 

Keren, daB die geometrische Beihe ^q^ nur dann Tcomergent ist, tvenn 

0 _ 

g ': < 1, dafi sie also in den Fallen j ^ j > 1 divetgieirt; im ersten Falle isi 

Hire Grenze. 

1 — g 

II. Eine der ersten Reihen, bei denen erkannt wurde, daB aucl 
bei Abnahme der Grlieder gegen 0 — was lange Zeit hindurch als ziu 


1) Die Eichtigkeit der beiden Behauptungen ergibt sicb aus folgender Er* 

wagung. Ist 6 eine positive Zahl, so ist — r— Nun ist 

1 + d 

(1 + > 1 + 2d, (1 + d)« > 1 + 3d, . . . 

allgemein fur jedes naturliche n 




nS * 


daraus scblieCt man auf lim (1 + d)” = ao und lim (- j-r) = 0. 

7i = cc 71 = » r o/ 

Somit ist tats’achlich lira | ^ = oo oder == 0_, jenacbdem ! 2 I > I oder | ^ | < 1 

71 = ao 

2) Die Summenformel fur die fallende geometrische Reihe ist schon 1593 
von F. Viet a gefunden worden. 

3) Ein Beweis fiir die naive Auffassung, der die unendlichen Reihen an- 
fanglich begegneten, ist darin zu erblicken, daB G. Grandi 1703 fiir diese Reihe 

in unbedenklicher Anwendung der Formel (10) die Summe — angab und daf 
uber die Moglichkeit dieses Resultates ein ernster Streit gefuhrt wurde. 
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Konvergenz ]iim*eicheiid gehalten wurde — Diyergenz vorhanden sein 
kann, ist die liarynomsclie BeUie 




ai) 


Es ist namlicli 

JL j — 

n * >i4*l 


-p 2 * 


n - ^ H ^ >? - 


= 1 , 


weil die rechte Seite aus der linken hervorgehtj wenn man in dieser 
Yom zweiten Gliede an alle Glieder dem letzten, dem kleinsten, gleich 
maclit; wie groB also anck n sein moge, immer laBt sick eine Grnppe 
aufeinander folgender Glieder 


+ «n + l + “* + «;»^ 

konstruieren, deren Snmme 1 tibersteigt; die allgem eine Bedingung 
der Konvergenz ist mitkin nickt erfiillt.M 

Ein anderer Weg, die Divergenz dieser Reike zu erkennen, be- 
stekt in folgendem. Man kann die um das erste Glied gekiirzte Reike 


VI = i 


^ 4-1 ^ 

^ ,i 2 ‘ 3 ■'* 4 


xunformen in 

nnd sodanu zerfallen in 


_l-4.-i- ' 
l-2’^2-3'’’3-4''' 


I^2 + 0+3-4 + --- 
^ + 3^4 + • • • 


+ 3.4 + 


Nun gibt die erste Zeile nack (8) die Summe 1, die zweite 1 — = 4" ? 

die dritte ^ \ ‘ erkalt 




das Paradoxe an diesem Resultat versckwindet sofort, aber nur dann, 

eo ^ * 1 

wenn man ^ — , also auck — durck oo ersetzt.^) 
n ^ n ^ 


1) Anf diesem Wege bat Jak. Beinonlli die Divergenz der barmoniscben 
Reike zuerst erkannt (Wende vom 17. znm 18. Jbrb.). 

2) Mitfcels dieses Paradoxons bat Job. Bernoulli die Divergenz nacb- 
gewiesen. 
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§ 2. Beiben mit positiven Gliedem. 

X 

29. Allgemeiues. 1. 1st eine Reihe mit durch-weg posi- 

tiven Gliedem, so bilden ibre Paiiialsummen s^, s,, s^, ■ ■ ■ eine mo- 
noton zunehmende Zablenfolge; eine solcbe hat entweder eine bestimmte 
Grenze oder die Grenze oo; ein drittes ist ausgeschlossen (25). 

Demnach ist eine Eeihe mis tauter 'positiven Gliedem entweder Tion- 
vergent, oder divergent mit der Grense oo. 

Die Konvergenz ist erwiesen, vvenn si eh zeigen laBt, daB die Par- 

tialsummen unter einer festen Zahl bleiben. 

00 

Ist s die Grenze der Reihe falls sie konvergent ist, so 

1 

bleibt die Summe jeder beschrankten oder unbescbrankten Auswahl 
Yon Gliedem unter s. 

2. Nimmt man an einer Iconvergenten Beihe aus positiven Gliedem 
erne durcligeliende rmordnnug vo)\ so hleiU die Konvergent erJialte^i und 
die G rente imve^'dndert 

Die Umordnung von 

< 5^1 + 0^2 + ^3 + ‘ * (^) 

in 

"i (2) 

ist eine durcbgehende, wenn die umgeordnete naturliche Zahlenreibe 
^ 2 , ttgj • • • von keiner nocb so spaten Stelle an mit der geord- 

neten 1, 2, 3, • • • ubereinstiramt. Bezoge sich die Umordnung nur auf 

ein endliches Stuck der Reihe, so bediirfte der Satz keines Beweises. 

DaB (2) konvergent ist, folgt daraus, daB jede ihrer Partial- 
summen unter der Grenze von (1), Jiegt. 

Man kann des weitem in (2) mit der Partialsummenbildung so- 
weit gehen, bis man die ersten n Glieder von (1) umfaBt hat; heiBt 
die so gebildete Partialsumme , so stammen ihre iibrigen Glieder 
aus dem Rest zu + • • • + so daB 

mit unbeschrankt waehsendem n wachst auch a,, uber alle Schranken, 

dagegen konvergiert gegen Null; somit ist tatsachlich 

lim = lim == s. 

3. Wenn man in einer Jconvergenten Beihe aus positiven Gliedem 
durchgeJiend Gruppen sukzessiver Glieder hildet, so ist die aus derm 
Sivmmen gebildete Beihe tvieder Iconvergent und hat dieselbe Grenze. 

Man braucht, um dies einzusehen, nur zu beachten, daB die Par- 
tialsummen der Eeihe 

+ a2 H h <35^) + H i“ %) + ^ ) H 
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Tinter den Partialsummen you 

^1 4 “ ^^2 "T ^”^3 4 " * * ’ 

Yorkommen, daher gegen dieselbe Grenze konYergieren wie diese. 

Durcli die beiden letzten Eigenscbaftenj die dem koinmutatiYen 
nnd dem assoziativen Gesetz der Addition entsprechen, ist der Siunmen- 
charaMer der konvergenten Reihen ans positiYen Gliedern dargetan: 
die Grenze einer solchen Reihe darf daher aucb als ihre Summe be- 
zeichnet werden. 

30. Konvergenzkriterien. 1. Wenn die durchiveg posltiven 
Glieder de>' JReiJie Jdeiner sind oder Jidchstens yleklilommpn den 
liorrespondierenden Gliedern einer als I'onvergent beTxannten Reihe 
so ist aiich ^b^ Convergent 

Wegen der Konvergenz Yon kann 

4 h 

dui'cb Wabl Yon n allein unter die beliebig Heine GroBe s berab- 
gedriickt werden; das gilt aber aucb you 

^« + l 4- + 2 4- * • • + + 

das nacb Voraussetzung nicbt groBer sein kann als die Yorige Summe : 
damit ist aber die Konvergenz Yon ^rwiesen. 

Sollte die Beziebung 6,^ ^ erst Yon einem Zeigerwert m an- 

tn — 1 ?/i — 1 

gefangen besteben, so trenne man die Reibenanfange ^Sb„ ab 

1 1 

nnd betracbte die gekurzten Reiben, auf welcbe die obigen Scbliisse 
Anwendung finden. 

Ans dem Satze ergibt sicb die Folgerung: Sind die Glieder von 
grower oder mindestens gleicli den Coyrespondierenden Gliedern eiyier 
als divergent bekannien Reihe divergent 

Derm, aus der Annabme, konvergent, folgte mit Not- 

wendigkeit die Konvergenz von die Voraussetzung ist. 

Als Beispiel diene die Reibe 

1 4" ^ 4- 3 2 4- 4- * • • ; 

ibre Glieder sind, vom zweiten angefangen, Heiner als die Glieder 
der konvergenten Reibe ( 28 , 8.) 

1 J L. JL _i_ 4-— -] ; 

^ ^ 1-2 ^ 2-3 ^3.4^ ’ 

daber ist sie selbst aucb konvergent und ibre Summe < 2. 

Die Glieder der Reibe 
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Iiiiig6g6u siud Toni zwcitfin an gr6B6r als din Oliednr dnr divnrgentnn 
harmonischen Keihe; sie ist also aucli divergent. 

2. Ist das BMioigsgesets der Beihe mit positiven Gliedern 
ein sdlches, da^ lim ii > 0 zst. so divergiert sie. 

n = » 

Angenominen, es sei ]im A\ ist dann a eine Zahl, -welclie 

n = X 

der Bedingung 0 < « < genfigt, so mu6 es einen Zeigerwert m 
geben, von dem ab bestandig groBer ist als u, so daB 

wa„> a 
(«-r l)am + i>« 

(m + 2)a„,+2 > a 


Daraus folgt, daB von >i == m angefangen die Glieder von grofier 
sind als die entsprechenden Glieder von ni^n ist also 

ancli divergent, daher divergiert anch 

Anf Grund dieses Kriteriums erkennt man, daB die Reihe 
2 ? y positive Zahlen bedeuten, divergiert-, denn 

1 OiW “p p 

na „^ — bat die tiber 0 liegende Grenze 
" an + p ® a 

Ferner erschlieBt man darans die Divergenz der Reibe fur 


0 <^ < 1; denn iia^ ^ wacbst mit n sogar tiber jede nocb so 

groBe Zabl. Es sind also beispielsweise die Reiben ^ 

divergent. 

3. Isi das BMimgsgesetz der JR^^ihe mit positiven Gliedern 


ein seiches, da^ der Quotient eines Gliedes durch das voraus- 

1- 

gehende beim Burchlaufen der Beihe einer Grenze I sich ndkerty so ist 
die Beihe konvergent ivenn >l < 1, divergent, tceyin A > 1. 

Ln Falle A < 1 viable man eine Zabl q derart, daB A < g < 1, 

also zwiseben A und 1: es muB dann — von einem Zeig-erweit 

n m angefangen notwendig kleiner als q bleiben, soil es die unter 
q liegende Grenze A baben*, aus 


+ 1 


< 2 ; 




m + 2 


a 


folgt aber 


ni + 1 




a 


m + 3 




'»i + 2 


< 1 , 


««. + !< + «m + 3 < 


1) Eeiben dieser allgemeinen Form bezeictmet L. Euler als harmonische 
Reiben; in der Tat ist aucb die gewabnbebe barmonisebe Reibe darin entbalten 
(or = 7 = 1, /? =« 0}. (1734—1736,) 
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thin sind die Glieder der Reihe 1 angefangeii 

liner als die mit niultiplizierten Glieder der geometrischen Reihe 

g "5 da diese wegen ^'<1 konvergiert, so konvergiert auch 


In dem Falle 2> 1 wahle man q derart, daB 1; soil 


— die liber q liegende Grenze A haben, so muB es von einem Zeiger 

n 

angefangen bestandig iiber q bleiben, also 


+ 1 




^Jn + 1 


>% 


^ m + B 
'm + 2 






in; daraus folgt weiter 


am+l>«m3, + «« +3 > ' ' ' • 

I also nnnmehr die Glieder von 2a„ von m + \ angefangen^ 

00 

e mit multiplizierten Glieder der geometrischen Reihe '^q^ liber- 
. 1 
effen, diese aber wegen q^l divergiert, so divergiert auch 

Der Fall, daB die Zahl 1 selbst zur Grenze hat, bleibt also 

aentschieden. 

Als erstes Beispiel diene die mittels der positiven Zahl a ge- 
Idete Reihe 


X, n\ ^ ' i: 2! 3! 

"o 


ihr ist 


a 

“ ‘ral’ 


„n + l 


a .^1 = 


"n + l 

J 


m + w+1’ 

ieser Quotient lafit sich bei jedem a dureh Wahl von n beliebig klein 
lachen; es ist daher lim =* 0 < 1, die Reihe also bei jedem a 


onvergent. 

Die Reihe 


QO « 

1 


2 3 

CL CL 

, 4- --- + 

<■7 * « ‘ 


eigt ein wesentlich anderes Verhalten; in ihr ist 


a a 

n ’ ^n+1 


^ l 




n 

■■ r-- CC. 

+ 1 ’ 


ind da dieser Quotient a zur Grenze hat, so ist die Reihe nur dann 
convergent, wenn < 1 ist; bei a > 1 divergiert sie, aber auch schon 
)ei a = 1, wo sie zur harmonischen Reihe wird. 
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Keine Entseheidung ermoglicht das Kriterium bei der Reibe 
^ (j; > 0), da bier die Grenze 1 bat. An anderer 

1 "t“ 1/ 

Stelle ist aber bereits erkannt worden, daB diese Reibe bei p 
divergiert, bei p =^2 konvergent ist. 

4. I)ie l)eiden Reihen tmd sind unter der Voraus- 

1 0 " 

setmng, dafi die Gliede>- der ersten niemals Bunehmen, gleiclmitig 'kon- 
vergmt^ Ibw. divergent 

Aus der Tatsacbe, daB > ^3 > ag > • • • (statt > kann, jedocb 
nicbt dnrcbwegs, aucb = eintreten), folgen einerseits die Relationen: 

2% > ^2 + ttg 

> ^4 + % + "b ^7 


2”^fl2jn "f" ®o7n "f" * * ‘ (Z2m + 1 - 

aus denen sieb durcb Addition 


m + l 

m 2 — 1 

0 1 

ergibt; aadererseits die Relationen; 


< 2 

2a^ = 2aj 

< 2(ag + aj 


(A) 


2”‘asm < 2(a + a + 

2+1 2+2 

die^ indem man sie addiert, zu der Ungleicbung 

m 3 

^^2"'a2v<2 ^a„ 


“t" Warn) 


(B) 


fuhren. Auf den beiden Seiten von (A) und (B) stehen nun Partial- 
snnunen der beiden zu Tergleichenden Reihen. 

Ist 2]a„ konyergent, so folgt aus (B) die Konvergenz von 
und ist konvergent, so schRefit man aus (A) auf die Konver- 

genz von 2 ^n- 

1st 2]«n divergent, so begrundet (A) die Divergenz von S 2 ’'a 3 ,; 
und ist divergent, so ist es wegen (B) auch ^a„. 
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Mit Hilfe dieses Kriteriums kann die Pieihe ^ , eudgiltitr er- 

CD O 


‘digt werden. Es ist namlich 

4 




2^'a.v 


1_ 


2?“ + 4P 


= 1 + 2?-! 


1 


ine geometrische Reihe mit dem Quotienten : dieser ist < 1, 

renn jp > 1; = 1, wenn == I5 > werm J9 < 1. Demnacli ist die 
;eometrisclie Reihe und mit ihr zugleich die Reihe ^ konvergent 
>ei j) > divergent bei p^l. 

Die unter 2 , 3 und 4 nachgewiesenen Kriterien stammen von 
L. Cauchy, dem Begriinder der allgemeinen Reihentheorie. 


§ 3. Reihen mit positiven und negativen Gliederu. 

31 . Absolut konvergeute Seihen. Wenn von einer Reihe 
nit positiven und negativen Gliedern gesprochen wird, so ist damit 
yemeiut, daB beide Arten von Gliedern durchgehend seien, d. h. daB 
is keine.noch so feme Stelle in der Reihe gibt, von der an nnr mehr 
jf lie der eines Zeichens vorkommen. 

00 

Hebt man in einer solchen Reihe in welcher die a„ nun- 

mehr relative reelle Zahlen sind, den Zeichenunterschied auf, bildet 

00 

man mit andern Worten die Reihe aus den absoluten Werten 

der so kann diese konvergent oder divergent sein. 

Ist konvergent, so ist es notwendig auch; denn 

(27, 4 .) eine konvergente Reihe aus positiven Gliedern bleibt konver- 
gent, wenn man bei einer durchlaufenden Folge von Gliedern das 
Zeichen andert. 

Wie es sich in diesem Falle mit der Grenze der Reihe verhalt, 
darilber gibt der folgende Satz AufschluB. 

StilM sich die Konvergent der Beihe mf die Konverge>is der 
Beike so ist Hire Grenze gleich der Summe der positiven Glieder 

vermindert um die Summe der Absoliitwerte der negativen Glieder und 
nnahhdngig von der Anordnung der Glieder. 

Die positiven Glieder von in der Reihenfolge ihres Auf- 

tretens seien 

+ C(,a2 + % ? 

die absoluten Werte der negativen Glieder in gleicher Anordnung 



44 Unendliche Reihen usw, § 3. Reihen niit positiven und negativen Gliedem. 


beide sincl konvergent, denn jede besteht aus einer durchlaufenden 
Gliederfolge der konvergenten Reibe a^\ (27, 3.). 

Eine Partialsumme von 3] stellt sicb als Diflferenz einer be- 
stimmten Partialsiimme von ^ 1 ) und einer bestimmten Partial- 
sunime von (2) dar, so daB 

?v 

indem nun n unaufborlich wachst, nebmen aucb und obne Unter- 
laB zu, und , nabern sicb den Summen % u der Reiben (1), (2) 
als Grenzen; mitbin bat die Zabl t—n zur Grenze- Damit ist die 
erste Aiissage des Satzes erwiesen. 

Nimmt man in eine durcbgebende Umordnung der Glieder 

Tor, so erfabren aucb die Reiben (1), (2) eine solcbe; da aber ibre 
Grenzen dabei keine Anderung erleiden (29,2.), so bebalt aucb 
die frubere Grenze s = f — u bei. 

Einer Reibe von der bier in Rede stebenden Art kommt also der 
Summencbarakter zu, indem ibre Grenze von der Anordnung der 
Glieder unabbangig ist; man spricbt daber bier wie bei Reiben aus 
positiven Gliedern von der Grenze als von der Summe der Reibe. 

Vorlaufig soUen Reiben dieses Verbaltens als absolut Iconvergent 
bezeicbnet werden. 

32. Nichtabsolut konvergente Beibeu. Es bandelt sicb nun 
um den Fall, daB eine Reibe positiven und negativen Gliedem 

nacb Aufbebung des Zeicbenunterscbiedes divergent wird. Die ur- 
sprunglicbe Reibe selbst kann, wie sicb zeigen wird, konvergent oder 
divergent sein. 

Zunacbst ist unmittelbar einzuseben, daB ^licbt divergent 

sein kann, obne daB wenigstens eine der Reiben (1), (2) divergent ist. 

Ist nur eine von ibnen divergent, z. B. (1), dann wird groBer 
als jede beliebige Zabl, wabrend eine Grenze besitzt; somit wird 
aucb beliebig groB, die Reibe in diesem Falle divergent. 

Sind ieide Reiben, (1) und (2), divergent, so ubertrefiPen 
scblieBlicb jede nocb so groBe vorgegebene Zabl; ibr allmablicbes An- 
steigen bangt aber von der relativm JBdufigkeit ab, mit der positive 
und negative Glieder beim allmablicben Durcblaufen von auf- 
treten; es ist ebensowobl denkbar, daB dieses Auftreten so geregelt 
ist, daB die Differenz ^ — u. einer Grenze sicb nabert, wie aucb. 

daB die Glieder des einen Vorzeichens den andern so vorauseilen, 
daB dem Betrage nacb groBer wird als jede beliebige Zabl. 

tjber alle diese Verb*altnisse gibt der folgende Satz AufschluB. 

Die Grenze einefi' Beihe deren positive und negative Glieder 

je fiir sick divergente Beihen lilden^ Mngt von de^' Anordnung der 
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Unbedingte und bedingte Konvergenz. 

rlieder ah und Izann diircli Regelung dieser Anordnung jeder heliehigen 
^ahl gleich gemacM iverden. 

Um der Reihe die (z. B. positive) GrenzeG zu geben, nehnie 
aan von (1 ) eine solcbe Gliedergruppe 

lafi ibre Summe G iibertrifft, daB dies aber schon nicht der Fall ist, 
Venn man das letzte Glied der Gmppe fortlaBt, so daB 

G a yZ 

— “u ' 

bieran scblieBe man eine solcke Gruppe aus (2), 

+ = 4 -' 

daB Sa—s[i unter G sinkt, daB dies aber nicbt mehr zutrifift, wenn 
man das letzte Glied fortlaBt, so daB 

G {Scc — s^) ^ > : 

nun gehe man in der Reihe (1) wieder weiter um 
+ l + ^a^'+2 H h 

derart, dafi G gerade nock ubersckritten wird, so daB 
Sa — Sa — G< , 
und scklieBe daran so viel von (2): 

I i + 1 Id f" I 

daB gerade nock 

G — (Sa — + — I I 

u. s. f. Auf diese Weise fortfakrend kommt man G beliebig nake, da 
^/v • ? I » I » f I "!>*** 

eine gegen Null konvergierende Zaklenfolge bilden ( 26 ). 

Die Partialsummen s^y Sa ~ + Say Sa — d^ + Sa-s^y - - 
oszillieren um G. 

Da man G beliebig groB, d. k. groBer als jede nock so groBe 
Zakl festsetzen kann, so konnen aus S®/* durck Gliederumordnung 
auck divergente Reiken erzeugt werden. 

Wakrend also die Konvergenz einer absolut konvergenten Reike 
eine unbedingte, von der Anordnung der Glieder unabkangige ist, wird 
die Konvergenz einer nicktabsolut konvergenten Reihe durck die An- 
ordnung der Glieder hedingt derart, daB mit der Anordnung die Grenze 
sick ^dert und unter Umstanden unendlick wird.^) 

^ ^ 1) Bei einigen speziellen nicbtabsolut konvergenten Beiben batten scbon 

A. Cancby (1823) nnd G. Lejenne-Biricblet (1837) das eigentumlicbe Yer- 
balten erkannt; den obigen allgemeinen Satz bat aber erst B. Hiemann auf- 
gestellt nnd bewiesen (1867). 
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Man hat demnach die Reihen mit positiven nnd negativen Gliedern 
in imbed iugt und bedingt Tzonvergenfe zu unterscheiden. 

Den bedingt konvergenten Reihen geht der Summencharakter 
ah: es ist daher korrekter, bei ihnen nur von einer Grenze statt von 
einer Summe zu reden. 

33. Alternierende Reihen. Von den Reihen mit positiven 
und negativen Gliedern heiBen diejenigen, in welchen auf ein positives 
immer ein negatives Glied folgt, und umgekehrt, alternierende Reihen, 
Bei diesen gibt es einen Fall der Konvergenz, der an einem sehr ein- 
fachen Kriterium zu erkennen ist; er ist durch den folgenden Satz 
gekennzeichnet: 

Wenn die Glieder einer alternierenden Reihe dem Betrage nacli 
hestdndig dbnehmen und uherdies die unerldfilicJie Bedingimg der Kon- 
vergeyiz lima ^^=0 erfiiUen^ so ist die Reihe hniKf r.gid}) 

n ~ cc 

Aus der abnehmenden Folge positiver Zahlen ag, %, • • • sei 
die Reihe 

00 

^(— aj — flg— . 

1 

gebildei 

Die Beziehungen 

^2n + l ~ ^2n--l (%n ^2n + l) 

+ l = (fll - “2) + (fls - «4) + • • • + («2n-l - <hn) + «2« + l 

lehren, daB die ungeraden Partialsummen S3, S5, • • • eine ab- 
nehmende Folge positiver Zahlen bilden, die notwendig eine Grenze, 

«‘SS oc 

Die Beziehungen 

^2n"^ ^2«-2 + (%n-l “ ^2n) 

^3) (^4 “ ^5) “ * * * (^2n-2 ^2 m-i) “ 

zeigen, daB die geraden Partialsummen Sg, S4, Sg, • • • eine zunehmende 
Folge positiver Zahlen bilden, die jedoch unter der Zahl bleiben, 
mithin notwendig eine Grenze, limSg^, besitzen. 

Da aber 

^2n + l ~ ^2n "b ^2« + l ? 

SO sinkt der Unterschied 53^^1 — 52,^= mit wachsendem n unter 

jede noch so kleine Zahl, und Sg^ haben also nicht verschiedene, 

00 

sondem eine und dieselbe Grenze s, die auch der Reihe S(— 
zugehort. 


1) Oder wenigstens von einer Stelle ab niemals zunekinen. 

2) Dieses Kriterium hat Leibniz schon 1714 nachgewiesen. 



Altemierende Reihen. 


47 


Zugleicli geht aus der Betrachtung hervor, daB 

r jedes da feiTier allgemein 

n, = (- D" K+i - (a„+2 - a„+3- ). 

ist ! >'„ 1 = I s — s„l < ] I, d. L nimmt man statt s eine Partial- 
mme so ist deir begangene Fehler dem Betrage nach kleiner als 
dem letztbehaltenen folgende Glied. 

34. Beispiele. Die Ergebnisse der Untersucbungen der beiden 
bzten Artikel mogen nun an einigen Beispielen erlautert werden. 

1. Die altemierende Reibe 



1 


t unbedingt konvergent, weil die Reibe der absoluten Gliederwerte 
mvergent ist (30, 4.). 

2. Die altemierende Reibe 




£ 

2 



1 

4 


+ ... 


t nacb dem Kriterium 33 konvergent, aber nur vermoge der Glieder- 
aordnung, weil die Reibe aus den absoluten Gliederwerten divergiert. 

Ordnet man die Glieder nacb irgend einem Prinzip um, so ist 
ie Konyergenz scbon fragbeb, und bestebt sie nocb, so ist die Grenze 
ine andere. 

Es soil dies fiir die folgende Anordnung gezeigt werden: 



+ T + T-T + ' 


Die Partialsumme von 4w Gliedem der ersten Anordnung ist 

S4„= (i - Y + Y - t) + G “ T + y “ y) + ■ ■ ■ 

, ( 1 L_ + _i L ) . 

‘ \4w — 3 4/1— 2~4:n — 1 4n/ ^ 

ie Partialsumme von %n Gliedem der zweiten Anordnung 

L= (l + Y - y) + (y + Y — t) ■! + ~ ’ 

aitbin ist ^ 

Ssn — === (“2 t) ( 4 ^ — 2 4n) 


^ 1/1 

2 2 ‘ 3 4 ^ 2w — 1 2n/’ 


I i. 


^3 « ” ^47* “r ^2 n 5 
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nun hat ebenso Tvie die Grenze s der Reihe in der ersten Ai 
■ordnung; folglich hat s'b„ die Grenze und dies ist die Grrenze d« 

Reihe in der zweiten Anordnung. Durch die Umordnung, die di 
positiven Glieder voraneilen maeht, hat sieh also die Grenze um di 
Halfte ihres urspriinglichen Betrages erhoht. 

3. Die Reihe 


2 (-!)”-* 



erfiillt bei jedem jp > 0 die Konvergenzbedingung des vorigen Artikeli 
absolut und dalier unbedingt konvergent ist sie nur bei > 1, di 

gegen bei ^ < 1 nur bedingt konvergent, weil dann ^ — divergie 

(30, 4). 

Diesen letzten Pall im Auge bebaltend werde die Reihe ur 
geordnet in 

3 ^ 2 ^ 5 ^ 7 ^ 4 ^ 


Die Partialsunime der ersten Anordnung und die Partialsumme s, 
der zweiten Anordnung umfassen folgende Glieder: 


1 


+ -- + 

' iO ‘ 


+ 


(2>? — 1)^ 


3^ 2^ (4w — 3)^ (4w — 1)^ 

in den negativen Gliedern stimmen sie uberein, in den positiven gel 

die zweite um die Glieder von bis — ^ , deren Anzahl 

{2n + iy (4w — 1)^’ 


ist, weiter; folglich ist 

r _ __ 1 , 1 , ^ , 1 . 

(2w + l)^'^ (2w + 3)^ (4w— 1)^'’ 

verkleinert man die rechte Seite dadurch, daB man alle Glieder einze 

durch ^ ^ ersetzt, so ergibt sich, daB 
{4.n)P ' ^ ^ 


^371 




(4.n)^ 4P ’ 


wegen 0 <p < 1 wachst aber mit n tiber jede noch so groJ 
Zahl hinaus, und da eine bestimmte Grenze hat, so wird Szn no 
wendig uber jedes MaB groB. Die umgeordnete Reihe ist also diverger 


§ 4 Unendliche Produkte. 

35. Begriff der Eouvergeuz imd Bivergenz. Wie d 

.Addition, so kann auch die Multiplikation wegen ihres kommutativc 
Charakters auf beliebig viele, also aueh auf unbeschrankt viele Zahh 



Allgemeine Konvergenzbedingungen unendlicher Produkte. 
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n^ewendet ■werden. Einem solchen unendlichen Produlct^) gegeniiber 
sntsteht wieder die Frage, wann es eine bestimmte Zahl darstellt. 

A us der unbegrenzt fortsetzbaren Polge positiver Zahlen a^, a,, 
*3, ■ • • werde nacb der Vorscbrift 

Pi = «i 
Pi = (I3P1 

Pi = « 32>2 ( 1 ) 


eine neUe Polge Pi, p^, Ps> ■■■> kurz {j)J, gebildet. 

Isfc diese neue Folge konvergent, ohne jedoch. eine Elementar- 
reihe zu sein, so daB also ihre Grrenze eine von NuU versckiedene Zahl p 
ist, so bezeichnet man das unendliche Prodnkt 

oc 

ag ^3 • • • , kurz , ( 2 ) 

1 

ebenfalls als konvergent und p = als seine Grrenze^ seinen Wert. 

w = 00 

In jedem andern Fall heiBt das Produkt divergent. 

Wenn vorausgesetzt wurde, dafi aHe Faktoren positiv seien^ so 
hat dies in folgender Erwagung seinen Grund. Negative Faktoren 
diirften mir in beschrankter Anzahl vorhanden sein^ weil nur dann 
das Produkt ein hestimmies Vorzeichen erhalt; hat man dieses einmal 
bestimmt, so kommt es nur mehr auf den absoluten Wert des Pro- 
duktes an. 

Es kann auf den ersten Blick befremden, daB man die Grenze 
Null bei der Konvergenz ausschlieBt und Produkte mit dieser Grenze 
zu den divergenten zahlt. Halt man daran fest, daB keiner der 
Faktoren Null sein soil, so weist ein gegen Null konvergierendes 
Produkt die Anomalie auf, den Wert Null zu haben, ohne daB einer 
der Faktoren Null ist. Dies der Grund, warum solche Produkte zu 
den divergenten gezahlt werden. 

Die allgemeine Bedingiing fiir die Konvergenz des Produktes JJ[ 
ist identisch mit der Bedingung fiir die Konvergenz der Zahlenfolge 
( 25 ), mit dem Zusatze, daB p^^ nicht beliebig klein werden darf; sie 
laBt sich also durch die Ansatze ausdriicken: 

\Pn + r-p,^<^, Pn>9', ( 3 ) 

die erste Ungleichung muB bei gegebenem a fiir ein hinreichend 
gi’oBes n bei jedem r stattfinden; in der zweiten bedeutet g eine 

1) Unendliche Produkte siud fast gleichzeitig mit den unendlichen Reihen 
in der Literatur aufgetreten; das erste unendliche Produkt findet sich (1693) 
bei F. Yieta. 

Ozuber, Hdliere Matkematik. 


4 
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Unendliclie Reilien und Produlite. § 4. Unendliche Produkte. 


positive Zahl. Unabhangig von dieser kann man (3) durcli die einzige 
Fordening 

! p i 

1 P, : ^ ^ 

ersetzen. 

Auf den Fall r = 1 angewendet fiibrt dies zu dem Ansatze 

( 4 ) 

welcher besagt, da6 die Faktoren eines konvergenten Produkts schlieB- 
lich um beliebig wenig von der Einbeit, dem Modul der Multipli- 
kation, verschieden sind, analog wie sich die Glieder einer konvergenten 
Reihe scblieBlicli beliebig wenig von Null, dem Modul der Addition,, 
nnterscbeiden. 

Scbreibt man, von der Beziehung (4) Gebraucb macliend, die Fak- 

Ot 

toren in der Form 1 + das Produkt also in der Form Jj[(l + 

so <b*uckt sicli nunmehr die zur Konvergenz notwendige Bedingung 
dahin aus, daB die Zahlenfolge c^g, • • • eine Elementarreihe^ 

d. L lima^^O sein musse; kinreicbend aber ist diese Bedingung 

« ss OC 

nicbt. Die Bedingung (3*) stellt sicb jetzt in der Form 

Ji + r ’i 

/7(1 + «,) - 1 I < 6 

i « + l I 

71 -fr 

dar^ JJil + nennt man ein Restprodukt, fur r = cxj wird es zu 

71 + 1 

dem Restprodukt, das zum PaHial^roduJct gebort. 

GO 

Ein unendliches Produkt 11(1 + «„) ffikrt zu der unendlichen 

CO 

Reibe ^log(l + aJ der Logaritbmen seiner Faktoren; Konvergenz 

oder Divergenz des einen Gebildes ziebt notwendig die analoge Eigen- 
scbafb des an dem nacb sicb. 

36. Konvergenzkriterien. Sind in dem Produkt JJ(1 + 
alle > 0, so sind alle Faktoren unecbte Briicbe, der Wert des 
Produkts, wenn es konvergiert, wird selbst aucb > 1 sein, im andem 
Pall ist er unendlicb, 

Sind alle cc^ < 0, also alle Faktoren eebte Briicbe, so wird bei 
einem konvergenten Produkt dessen Wert selbst aucb < 1 sein; im 
andem Falle ist er Null. 

Gibt es positive und negative in unbegrenzter Anzabl, so kann 
jeder der unterscbiedenen Falle eintreten. 
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Naheres hieriiber leitreii die folgenden Satze: 


1. Sind alls > 0, so ist das Troduli ZTi 1 + «.) hmvergenl, 

1 

so 

cenn die Beihe ^ konvergmi, iind seine Grenze dann unahlidngig 
1 

‘on der Anordii n*n der Faktoren; liingegen divtrgent und sein Weyi rvii, 
veyin die Beihe divergiert 

Aus der Entwicklung des Restprodukts 

n+r 

/Z(l + «,.) = 1 + «„+l + «,i+2 H h + r 

n+1 

YOrin S die Summe der Produkte der a zu zweien, dreien, • • • ver- 
ritt, geht hervor, daB 
n + 

/Z(l + «,.) — 1 >«„+!+ 1- “n + ri 


st nun die Reihe ^ divergent, so kann die rechtsstehende Summe 
1 

lurcli Wahl von n und r beliebig grofi gemacht werden, die Be- 
lingung (3^*^) ist also nicht erfiillt; da femer mit n wachst, so 
st p = oo . 

Ist hingegen konvergent, so kann zu dem positiven echten 
Brueh g ein hinreichend groBes n derart bestimmt werden, daB bei 
)eliebigeni r 

a«+i+ 1- < 2 

lei*, das hat zur Folge, dafi fiir die in S enthaltenen Produktsumnaen 
? 2 , Sg, • • • von 2; 3, • • * r Faktoren folgende Beziehungen bestehen. 

< («n + l + • • • + «n + rf< 2® 

^3 < («a + l + • • • + «„ + r)® < 2® 

<(«„ + ! + ••• + «„ + r)’‘< 2% 

veil die Potenzen auBer den gedachten Produktsummen noch andere 
) 0 sitive Glieder umfassen. Demnach ist jetzt 


n('+ — 1< 2 + 2® + • . • + 2’' = 

71 + X 




? 


vahlt man also q derart, daB wozu notig ist, daB q < 

jenommen werde, so wird auch 

ji+i 

lie Konvergenzbedingung ist also tatsachlich erfiillt. 


4 ’ 
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Da die konvergente Reihe aus den Logarithmen der Faktoren, 

X 

^log (1 im gegenwartigen Falle aus lauter positiven Gliedem 

bestekt und darum unbedingt konvergent ist, so gilt die gleiche 
Aussage fiir das Produkt; es kommt ihm die kommutative Eigen- 
schaffc des endlichen Produkts zu. 

X 

2. Sind alle > 0, ist das Produkt na- konvergent, 

X ^ 

tvenn die Eeihe konvergiert, und seme Grrenze dann undbkdngig 

von der Anordmmg der Falctoren; hingegen divergent und sein Wert 
Null, ivenn die Eeihe divergiert, 

1 CL ^ ^ 

Wegen 1 — = — -j — — < — ist auch 

® " l-fa 14-a 

* n ' n 

Pn ^ n 1 

diTergiert nun ^ a„, so ’traclisfc der Nenner rechts iiber jeden Betrag, 
folglieh wirdjp^ mit waebsendem ^ beliebig klein, also ist 2 } = liinjp^ = 0. 

nssoo 

Mit den vorhin benutzten Bezeicbnungen ist jetzt das entwickelte 
Restprodukt 

JJ (1 — «,) == 1 ■- + 2 H 1- CCn^r) +^2—3^^ h (“ 

n + 1 

und wenn ^ cCn konvergiert, kann w so gewahlt werden, daB 
+ ^n +2 + • • • + ^n+r < ^? < 1 istj danu wird aber 

I - JJ - a,)<q + + . . . + gr <^<e, 

n + 1 ^ 


wenn g < genominen wird. Die Konvergenzbedingung fur 

/7(i- ist also erfiillt; die Unabbangigkeit des Wertes von der 
Anordnung der Faktoren ergibt sick durck denselben SckluB wie vorkin. 
3. Sind die teils positiv, teils negativ, beides in unheschrdnkter 

X 

Anzahl, so ist das Produkt Zlil + aj konvergent und sein Wert un- 


dbhdngig von der Anordnung der Faktoren, wenn die Eeihe ^ cc^ un- 
co ^ 

bedingt, d. h, vermbge der Konvergenz von ^\cc^\, konvergiert. 

Das Partialprodukt p^ wird jetzt zum Teil aus Faktoren von der 
Form 1 + cf,., zum Teil aus Faktoren der Form 1 — besteken; ikre 
Anzaklen seien n, n", ikre Produkte p^,, jp",; dann ist 
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Weil nun bei der Yorausgesetzten Konvergenz von y die beiden 
^ tti und 2 aj konvergent sind (31), so streben bestimmten 

Ton der Faktorenanordnung uiiabbaDgigen Grenzen p, p" zu, daher 
>esitzt aucb eine von der Reihenfolge der Faktoren unabhangige 
jrenze namlicb p ^ p' p''. 

AnmerTcung, Bei bloB bedingter Konvergenz der Reihe 
cann das Produkt ]J[ {1 + aj konvergent oder divergent sein; docb 
st Konvergenz aus der bloBen Konvergenz von nicbt zu er- 

ichlieBen; findet sie aber wirklicb statt, so ist sie aucb eine bedingte 
n dem Sinne, daB der Wert des Produktes von der Anordnung der 
faktoren abbangt und durch deren entsprecbende Regelung jeder be- 
iebig angenommenen Zabl gleicb gemacht werden kann. Auf solebe 
^rodukte soli bier nicbt eingegangen werden. 


37. Beispiele. 1. Das Produkt 


na + i--”) = (1 + A-) (1 + ¥) (l + ¥\--- 
0 


st konvergent, wenn die Reibe 

^'h + ¥+ ¥ + ¥ + ■■• 

0 


convergiert; vergleicbt man sie mit der geometriscben Reibe k + £- 
\- die bei 7: j < 1 konvergent ist, so ei*kennt man 

30, 1.), daB unter der gleicben Voraussetzung aucb 2^'^” so- 
nit aucb das vorgelegte Produkt konvergiert. 

Das PartialproduktM 


A+i = (1 + K) (1 + ¥) {1 + ¥)■.. {I + ¥') 


= 1 -j- Z; -f" • * 




1 — z* 


:onvergiert denn aucb tatsacbUcb, wenn | Z; < 1, gegen die Grrenze 
1 


2. Die Produkte 


^(i+i)-(i+.)(i+i)(i+i)..- 


1) Yon der Eichtigkeit der Entwicklnng nberzengt man sicb dnrcb die 
3rwagung, daB ^ ^ Binome tatsacblicb ein Produkt aus 2”*^^ Gliedem geben, 

renn, wie bier, Beduktionen ausgescblossen sind. 
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.sind divergent, weil es die Reihe ist; das erste divergiert gegen 
oo, das .zweite gegen 0 (voransgesetzt, daB /t > 0). 


Das Produkt 

hingegen ist konvergent: die Aussage kann aber nicht durch den 

Hinweis auf die Konvergeuz der Reihe y ^ begriindet werden, 

well diese zu konvergieren aufhort, wenn man den Zeichenwechsel 
anfhebt. FaBt man aber die Faktoren zusammen, so kommt man zu 
dem Produkt 

das konrergent ist, weil die Reihe + • • • konver- 

giert ( 30 : 27 , 3). 

3 3 5 5 7 7 

3. Das Produkt -- — - -- - lautet in der normalen Form 

2 4 4 6 D b 

Die Reihe ^ — j + ““ -g + • * • ist wohl konvergent nach 33 , hort 

aber auf es zu seiii, wenn man den Zeichenwechsel aufhebt, denn die 

Divergeuz von 1 + J + ^ + • • • hat auch die Divergenz von ^ j 
1 12 2 

+ “ + ■•• und von g i" + ^ Folge. FaBt man jedoch 

die Faktoren paarweise zusammen, so entsteht das gleichwertige Produkt 

und dieses konvergiert, weil die Reihe 3 ^ + ■ • • kon- 

vergent ist ( 28 , I, l .)5 erst hieraus ergibt sich die Konvergenz des 
obigen Produkts. 

4. Das Produkt y • ‘ * ‘ sich auf die Form bringen: 

(i + (i + (i + 1^-^) . . . , 
in der man seine Divergenz sogleich erkennt aus der bekannten Di- 
vergenz von ^ ( 30 , 2.). 


1) Dieses Produkt, dessen Wert die Zahl — ist, hat J. Wallis (1665) als 
erster aufgestellt und auch schon seine Eonvergenz be'wiesen. 
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5. Das Produkt 

divergent, wiewohl die Reihe — j/ v -f ^ |/ g + ] 3 — • • * 

ionvergiert (bedingt); man erkennt dies nack paarweiser Zusammen- 
kssung der Faktoren an der Divergenz der Reihe I -f - 


st 


1 

4 


ni. Abschnitt. 

Der Funktionsbegriff. 

§ 1. Funktionen einer und mehrerer Variablen. 

38. Crrundvorstellungen, anf welchen der Punktions- 
jegriff beruht. Mit der Einfuhrung der BucJisfahen als Zekhen fur 
Zalilen war einer der bedeutsamsten Schritte in der Entwicklung der 
Vlathematik getan. 

Bei einem arithmetischen Ausdruck, dessen Elemente besondere 
Sahlen sind, ist das Interesse auf die Ausfuhrung der vorgeschriebenen 
Jechenoperationen gerichtet und mit der Auffindung des Resultates 
?rschopft. 

Sind hingegen die Rechenelemente durch Buehstaben vertreten, 
lann wendet sich das Interesse der Zusammensetzung des Ausdrucks 
lurch Rechenoperationen zu, und es treten neue YorsteUungen auf: 
lie Vorstellungen der Veranderlichkeit, der Abhangigkeit, der Zu- 
)rdnung. 

Indem man sich denkt, daB einzelnen oder alien durch Buch- 
itaben vertretenen Rechenelementen andere und wieder andere Werte 
irteilt werden, kommt man von dem Begriff der festen Zahl zur Vor- 
itellung der veranderlichen GroBe oder der Variablen, 

Das Resultat, der Wert des Ausdrucks, wird dabei im allgemeinen 
Luch jedesmal ein anderes, es erhalt auch den Charakter der VariahiliMt. 

Es ist erst dann bestimmt, wenn man den variabel gedachten 
^^echenelementen bestimmte Werte beigelegt hat, es ist also von 
liesen Werten abhdngig. 

Der Ausdruck wird mit einem Male zu einem Gegenstand der 
Jntersuchung, indem man der Zuordnung zwischen den Werten der 
^ariablen Rechenelemente und dem Werte des Ausdrucks seine Auf- 
nerksamkeit zu wendet. 

Die Vorstellungen der Variabilitat, der Abhangigkeit und der 
iuordnung bilden die Grundlage des FunMionsbegriffs, der die ganze 
ilathematik beherrscht. Durch seine Sehaflfung ist sie fahig geworden. 
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dem TVechsel der Erscteinungen, die mis umgebeii, zu folgen. Wai^ 
so lange roan nur mit festen Zahlen operierte, nur die matbematisclie 
Bescbreibung einzelner Zustande moglicb, so setzt uns der Funktions- 
begriff in den Stand, den ganzen Verlauf einer Erscbeinung matbe- 
mathisch zu fassen. 

In seiner einfachsten Foim trat der Funktionsbegriff auf, als 
Fermat und Descartes die Metbode der aritbmetiscbeu Bebandlung 
geometriscber Linien einfiibrten. Durcb die 
Beziebnng einer gesetzmafiig erzeugten Linie 
anf ein recbtwinkliges Koordinaten system 
XOY, Fig. 7, ist jedem ibrer Punkte, wie 
ein Zablenpaar x, y zugeordnet, x die MaBzabl 
der AJbsmse OF, y die MaBzabl der Ordinate 
OQ beziiglicb einer festgesetzten Llingenein- 
lieit OE, 

Sobald X als veranderlicb angeseben wird^ 



nimmt aucb y den Cbarakter der Variabilitat an, und der Wert von y 
ist abbangig von dem Werte des X] die Kurve vermittelt die Zu> 
ordnung der Werte von x und y. 

Was die Linie geometriscb leistet, kann eine Gldclmng zwiscbert 
X und y aritbmetiscb bewirken; erteilt man in ibr dem x nacb und 
nacb verscbiedene Werte, so befert die Auflosung der Gleicbung die 
zugeordneten Werte von y. 

Dem Anscbeine nach ware die geometrische Darstellung des 
Zusammenbangs der arithmetiscben uberlegen, weil sie sozusagen 
mit einem Scblag den ganzen Verlauf der Zuordnung liberblicken 
laBt. Aber selbst abgeseben davon, daB alles Anscliaidiclie nur ein 
angenabertes Bild des innerlicb GedacMen zu geben imstande ist, wird 
sicb bald die Uberlegenbeit der arithmetiscben Darstellung in alien 
Belangen berausstellen. 


39. Pirnktionen einer Variablen. L Es sei /‘(a;) ein durcb 
aritbmetiscbe Operationen gebildeter Ausdruck, der auBer festen oder 
festzusetzenden Zablen — Konstanten — die Variable x entbalt; sein 
von X abbangiger Wert beiBe y\ dann driickt der Ansatz 


y = 


( 1 ) 


die Zuordnung zwiscben x und y aus. Man nennt y eine FunMion^') 


1) Das erste Anftreten des Wortes fumtio in der Bedentnng der Abbangig- 
keit, allerdings nocb in geometriscbem Sinne, ist bei Leibniz (1692) nacb- 
gewiesen. Die erste Definition im beutigen Sinne gab (1718) Jo ban n BernoullL 
Er erkannte aucb scbon die Notwendigkeit allgemeiner Funktionsbezeicbnungen^ 
und vor Mitte des 18. Jabrbunderts wurden solcbe fast gleicbzeitig (1736) von 
Clairaut und (1740) von L. Euler vorgescblagen; von letzterem stammt die 
typiscb gewordene Scbreibweise f(x). 
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^on X, und insbesondere eine Funktion der reellen Variahlen Tvenn 
nan dieser nur reelle Werte anzunebmeii gestattet; welters eine reelle 
Funktion dieser Variablen, wenn sie nur reelle Werte annimmt, oder 
Venn man nur solche zulaBt; ferner eine eindeutige Funliion, wenn 
lur eindeutige Operation en in dem Ausdruck vertreten sind oder im 
indern Falle eine solcbe Festsetzung getrofien ist, daB zu jedem foder 
edem zulassigen) Werte von x nur dn Wert von ij gehort. 

Den Inbegriff der Werte, welche der Variablen x anzunehmen 
restattet sind, nennt man ibren Bereicli oder ihr Gebiet, Sind es alle 
reellen Werte von a angefangen bis zu dem groBeren 5 , so nennt 
nan x stetig variahel in dem aigescldossenm Intervcdl {a, 6), in Zeichen: 
z ^ 07 ^ 6; bei AusscbluB der Werte o, h scbreibt man a < o* < 6 und 
aennt das Intervall ein nicld abgesclilossenes. Gibt es fiir x einen 
deinsten Wert a, aber keinen groBten, so deutet man das Intervall 
iurcli (a, oc) an; gibt es einen groBten Wert aber keinen (alge- 
araiscb) kleinsten, so scbreibt man das Intervall (— C5C, 5 ); gibt es 
sveder einen groBten, nocb einen kleinsten Wert, so nennt man x 
wbeschrankb mridbel und notiert das Intervall mit (— oc, 09). 

Ist X nicbt ailer, sondern nur bestimmt qualifizierter Werte 
fabig, so beiBt es eine unstetige Vcmable. Durcb die Aussage, n be- 
deute eine gauze Zabl, ist n als unstetige Variable definiert, deren 
Bereicb die Reibe der positiven und negativen ganzen Zablen ist; 
ebenso ist x eine unstetige Variable, wenn vorgescbrieben ist, daB es 
etwa nur alle rationalen oder alle irrationalen Zablen innerbalb ge- 
wisser Grenzen oder obne weitere Bescbrankung als Wert annebmen 
diirfe. 

Die folgenden Beispiele werden zur Kliining und Festigung der 
vorstebenden Begriffe beitragen. 

1. 2/ = 2o 7 + 1 ist eine von Natur aus eindeutige reelle 

Funktion der reellen Variablen x in dem Bereicb (— 00, 00). 

2. y = VT — x^ ist mit der Festsetzung, daB der positive Wert 
der Wurzel zu nebmen sei, eine eindeutige Funktion, eine reelle nur 
dann, wenn man die Variable x auf das abgescblossene Intervall (— 1 , 1 ) 
bescbrankt; auBerbalb desselben wird y imaginar. 

3 . u = ist bei derselben Festsetzung eine eindeutige Funk- 

yi — x"- 

tion; aber die Variable muB bier auf das nicbt abgescblossene Inter- 
vall ~ 1 < 0: < 1 bescbrankt werden, weil 0 als Divisor nicbt zu- 
lassig ist. 

4 . y ^Yx ist bei Bescbrankung auf positive Werte der Wurzel 
eindeutige reelle Funktion in dem Intervall 0 ^ 07 < 00. 

5. 2/ = -4=1 ist bei der gleicben Bescbrankung eine ebensolcbe 

yx 

Funktion, aber nur in dem Bereicb 0 < 07 < 00. 
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6. P ^ nl ist eine Funktion der unstetigen Variablen Hj deren 
Gebiet die Reihe der natiirlichen Zahlen ist. 

IL Der Funktionsbegriff in der eben erdrterten Form, gekniipft 
an das Vorhandensein eines arithmetischen, die Variable cs enthaltenden 
Ansdrucks, war lange Zeit hindurcL. herrscbend, nacbdem ihn Euler 
2 ur Grundlage einer Fimktionentlieorie gemacbt hatte. Die weitere 
Entwicklung der Mathematik und ihre fortsckreitende Anwendung auf 
die Darstellung der Naturerscbeinungen veranlafite aber eine Er- 
weiterung, die von der Existenz eines arithmetiscben Ausdrucks ab- 
sieht und das Hauptgewicht Jegt auf den Gedanken der Zuordmmg, 
So hat denn Dirichlet in der allgemeinsten Weise als eine FiinJction 
von X in dem Intervdll (a,b) definmij wenn jedem Werte von x aus 
diesem Intervcdl ein mid mir ein hestimmfer Wert von y mgeordnd ist. 

Benutzt man als srmbolischen Ausdruck dieser Definition auch 
wieder den Ansatz (1), so besteht der TJnterschied in der Deutung 
dieses Ansatzes in folgendem: Fruber yeiirat das FimMionsseiclien f 
einen bestimmten Komplex von Rechenoperationen, die unter Einbe- 
ziehung von x ausgefiihrt werden, jetzt vertritt es ein Zuordnungs- 
gesedz:^ denn nur ein Gesetz ist imstande, die Gesamtheit der Zuord- 
nungen zu regeln. 

Unter diesen allgemeinen Funktionsbegriff fallen nicbt bloB die 
arithmetiscb definierten Funktionen unter I, sondern auch Funktionen, 
die abteilungsweise durch verscliiedene arithmetische Ausdriicke ge- 
geben sind; es fallen darunter ferner die trigonometriscJien FiinJdionen 
auf Grund ihrer geometrischen Erklarung, wiewohl diese noch keine 
Rechenvorschrift an die Hand gibt, nach der zu einem beliebigen 
Winkel der Sinus, Kosinus usw. berecJmet werden kann. " 

Die Frage, ob jedem Zuordnungsgesetz auch eine arithmetische 
Oder allgemeiner eine analytische Darstellung entspricht, laBt eine ab- 
schlieBende Antwort nicht zu; man kann nur darauf hinweisen, daB 
es gelungen ist, auch sehr komplizierte Zuordnungen analytisch aus- 
zudriicken. 

Wahrend bei einer durch einen Ausdruck gegebenen Funktion 
der Bereich der Variablen x aus dem Bau dieses Ausdrucks zu er- 
schlieBen ist, wird bei allgemeineren Definitionen zumeist der Bereich 
vorher bezeichnet, fur den die Definition gelten soli. 

Zur naheren Erlauterang folgen wieder einige Beispiele. 

1. In dem Interyall — 1 ^ a? ^ 1 sei f{x) durch folgende Fest- 
setzungen definiert: 

f(^x) = + 1, so lange — 1 ^ ^ 0 

f(x^ « ^ so lange 0 < rr ^ 1. 

Wir haben es hier mit einer abschnittweise arithmetiscb definierten 
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xnktion zu tun, die auBerhalb des Intervalls (— 1.1) nicht existiert: 
g- 8- 

2. Unter sgn x (lies „signum a,*") soli jene Funktion rerstanden 
erden, die fur jedes negative x'^) den Wert — 1, fiir jedes positive 
den Wert 1, fiir a; = 0 den Wert 0 bat, so daB also 

I — 1 fiir — DO < a’ < 0 
sgn x = I 0 „ a; = 0 

1 1 „ 0 < a- < 3C. 



V 1 

I'lg. s. Pig. U 


Ihr Bild; Fig. 9, besteht aus zwei zu X'X paralleleu Creraden^ 
e beliebig nahe, aber nicbt bis an YY' herautreten, und aus dem 
unkte 0. 

Die Funktion gestattet eine analytische Darstellung, sobald man 
3n Grenzbegriff in einer Funktionserklarung zulaBt: So ist z. B. 

sgn X = hm , 

nss oo 1 “f“ 

enn die Wurzel mit ihrem absoluten Wert genommen wird; in der 
at, mit bestandig wachsendem n nabert sich der Nenner der Zahl 
^x\, der Brucb also der Zabl — 1 oder 1, je nachdem der Wert von 
negatiy oder positiv ist ; fur 0 wird aber der Ausdruck O’. 

3. In dem unbescbrankten Gebiet der reellen Zahlen sei f{x) der- 
rt festgesetzt, daB es fiir jeden rationalen Wert von x Null und fiir 
jden irrationalen Weii 1 sein soil. Yon dieser Funktion laBt sich 
in vollig zutreffendes anschauliches Bild nicht geben, weil sich nicht 
berblieken laBt, zu welchen Punkten einer Geraden nach Annahme 
es NuUpunktes und der Einheitsstrecke rationale, zu welchen irratio- 
ale Zahlen gehoren; das augenfallige Bild besteht aus der Achse X'X 
nd aus einer zu ihr parallelen Geraden im Abstande 1. Hingegen 
iBt sich die Funktion trotz ihrer komplizierten Natur bei Zuziehung 
es Grenzbegrififs analytisch darstellen, so beispielsweise durch 

f = lim sgn(sin^A'!:7ra;); 

A' = 00 

enn, ist x rational, so wird li\ in seinem Wachstum schlieBlich immer 
0 groB werden, daB Mx eine gauze Zahl, T:\jtx also ein Yielfaches 

1) Abgekurzte Ausdmcksweise fur „jedeii negativen Wert von 
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Yon % wd und bleibt, Yrenn Iv nock weiter zunimmt*, sgn 0 ist aber 
0; bei irrationalem x tritt aber dieser Fall nie ein, sin Tz\%x bekalt 
immer einen von Null versckiedenen, das Quadrat einen positiven 
Wert, dessen sgn-Wert 1 ist. 

T 4. In dem Intervall — 1 < ^ 1 sei 

f(x) durck I X | definiert. Das geometriscke 
!\ Bild dieser Funktion bestekt in den begrenzten 

f\ N. 1/ Sckenkeln eines reckten Winkels, Fig. 10. Mit 

; j Hilfe von sgn x kann diese Funktion auck durck 

^ ^ fix) = X sgn X, — 1 < a: < 1 

dargestellt werden. 

5. Die durck das Potenzsymbol ausgedrilckte Zakl kann nur 
dann eine durckwegs reelle Funktion darstellen, wenn a > 0 ist. Fur 
ganze Werte von x ergibt sick die Eindeutigkeit aus dem primaren 
Potenzbegriff; fiir gebrockeue x ist durck den erweiterten Potenz- 
begritf (IB) bestimmt und eindeutig, sofem man den einzigen posi- 
tiven Wert der Wurzel meint. Ist endlick x eine irrationale Zakl 
und (Xq, x^, ’ ') sie definierende Fundamentalreike, so ist 

auck a^-., . . .) eine Fundamentalreike^), und unter soil die 

ikr zugeordnete Zakl verstanden sein. 

Mit diesen Festsetzungen ist also f(x) = eine eindeutige reelle 
Funktion von x und wird Exponentialfimldion genannt. 

in. Die angewandten Gebiete fiikren zu empirischen Funktions- 
bestimmungen, die aber nickt als Funktionsdefinitionen in dem bis- 
herigen strengen Siune gelten konnen. So feklt es einer graphisch^ 
durck einen Linienzug gegebenen Funktion an der notwendigen Be- 
stimmtJieit, indem die zu einer scharf bestimmten Abszisse gekorige 
Ordinate innerkalb gewisser Grenzen unbestimmt bleibt; statt einer 
Funktion ist ein FunMionsstreifen gegeben. Einer tahellarisch, durck 
eine AusTvakl zugeordneter Wertepaare, dargestellten Funktion mangelt 


1) Um dies zu erweisen, macben wix die bestimmte Annabme, es sei a > 1 
nnd die Ftmdamentalreihe (ajJ monoton zunebmend. Alsdann lafit sicb n obne 

Eiucksicbt auf jp so wSblen, daB wobei v eine beliebig groBe 

naturlicbe Zabl bedeutet; daraus folgt fiir solcbe n die Beziebung 




- 1 ). 


Aus der fiir positive 8 geltenden Relation (28) (1 + d'/ > 1 + v d ergibt sicb aber 
(1 + rd)^’ < 1 -f d; ersetzt man bier 1 + vd durcb a, so kommt man zu der Be- 
ziehung mit belcher schHeBlicli /"+^’ _ wird- 

V If; ’ 

daraus geht aber hervor, daB tatsaeblicb . a*" dnioh Wahl von n beliebig 

klein gemacbt vrerden kann. 
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) VoTlstUndiglceitj indem fiir andere als die in der Tafel vorkommendeii 
eine Angabe nicbt vorliegt. 

Wenn hingegen von einer analytisch erklarten Funktion ein 
iphiscbes Bild angefertigt wird, so geschieht eS; um von ibrem 
nzen Verlauf eine Vorstellung zn geben. Und wird von einer arith- 
jtiscb definierten Funktion eine Tabelle entworfen, so bat dies den 
reck, baufig auftretende Recbnungen mit speziellen Werten der 
Lnktion zu erleicbtem; eine solcbe Tabelle entb^t iibrigens zumeist 
sbt strenge, sondern innerbalb vorgezeicbneter Grenzen angenaberte 
inktionswerte. 


4:0. Funktionen zweier uudmehrererVariablea. 1. Es seien 
y zwei von einander unabbangige reelle stetige Variablenj durcb 
s Wort „unabbangig‘^ soli gesagt sein, daB der einzelne Wert, den 
in einer von ibnen beilegt, nicbt beeinfluBt ist von dem Wert, den 
in der andern erteilt bat. Der Inbegriff aller Wertverbindungen, 
ren x, y fabig sein soUen, bildet den Bereich oder das Gebiet dieser 
iden Variablen; eine einzelne dieser Wertverbindungen, x'y, soli als 
inkt oder Stelle des Bereicbes bezeicbnet werden. 

Diese Ausdrucksweise erbalt eine anscbaulicbe Grundlage, wenn 
in X, y als Abszisse und Ordinate eines Punktes M, bezogen auf 
1 recbtwinkliges Koordinatensystem XOT, Fig. 11, auffaBt. Der 
jreicb ist dann durcb einen bestimmt umscbriebenen Teil der Ebene 
er aucb durcb die unbegrenzte Ebene selbst dargestellt; in letzterem 
lUe beiBen die Variablen x, y unbescbrankt veranderlich. Man be- 
bte, daB bei einem endlicben Bereicb, der T 
ispielsweise durcb eine stets nacb auBen ^ ^ 

iwolbte Linie JT begrenzt ist, wobl das In- ^ 

^mll der Werte x (bzw. y) abbangt von dem y--/- \r 

weiligen Werte von y (bzw. x), nicbt aber I j I 

ir einzelne Wert. Ist insbesondere das Ge- 

et durcb ein nacb den Acbsen orientiertes ; 

ecbteck ABC I) dargestellt, so sind die Werte ^ 
m X und von je an ein festes Inter vail ge- 

inden. Das durcb JTbegrenzte Gebiet umscblieBt das Gebiet ABC By 
2 nn kein Punkt des letzteren auBerbalb des ersteren liegt. Das 
ibiet beiBt ein abgescblossenes, wenn der Rand zum Gebiet gebort, 
^gegen ein nicbt abgescblossenes, wenn man ibm nur beliebig nabe 
)mmen kann. 

Wenn jedem PunTcte eines Bereichs von x, y eine iestimmte reelle 
alil 0 nach irgend einem Geset^e mgeordnet ist, so nennt man ^ eine 
elle FunMion der Variablen x, y und driickt diesen Sacbverbalt sym- 
>liscb durcb den Ansatz aus: 




( 2 ) 
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Die wichtigste Definitionsfoim besteht wie bei Funktionen einer 
Variablen darin, daB z durcb einen arithmetiscben Ausdruck mit 
If als Rechenelementen gegeben ist, der entweder nnr eindeutige Ope- 
rationen umfaBt, oder, wenn anders, dnrch entsprechende Festsetzungen 
zu einem eindentigen gestempelt ist. 

Wie bei Funktionen einer Yariablen gibt es auch bier eine geo- 
met rische Zuordnung der Werte von zu den Wei*tpaaren x,y, und 
zwar durcb eine gesetzmaBig erzeugte Fldche] indem man von einem 
Punkte dieser Flache ein Lot zur Ebene XOY fallt, bat man in der 
relativen GroBe dieses Lotes die Darstellung von z und in seinem 
FuBpunkte die Darstellung von x\y. 

Zur Illustration mogen die folgenden JBeispiele dienen. 

1. z = 2x-{-?>y— 1 ist von ISTatur aus eine eindeutige Funktion 
der unlesclirmikten Variablen x,y. 

2. z^yr — x^— y^ ist, sobald man die Wurzel als positiv fest- 
setzt, eine eindeutige reelle Funktion, jedocb nur in dem abgescblossenen 
Bereicb y^ ^ 1, d. b. im Innem und am K ande einer Kreisfiacbe 
vom Radius 1 urn den Ursprung als Mittelpunkt. 

3. ^ = ist bei derselben Festsetzung eine eindeutige 

V t ““ X“ y“ 

reelle Funktion in dem nicbt abgescblossenen Bereicb a;® + 2/^ < 1 ; 
denn am Rande ware der Nenner Null. 

n. Es nnterliegt keiner prinzipiellen Scbwierigkeit, den Funktions- 
begriff auf drei und mebr unabbangige Variablen auszudebnen. 

Bei drei solcben Variablen, x, y^ z, ist nocb die geometriscbe 
Veranscbaulicbung des Bereicbes mdglicb, indem man x, y, z als 
recbtwinklige Koordinaten eines Punktes M im Raume gelten laBt; 
der Bereicb, d. i. der Inbegriff der Punkte, fur welcbe u als Funktion 
von X, y, z definiert ist, in Zeieben 

« = /■(«; 2/; 4 (3) 

bat dann den ganzen Raum oder einen begrenzten Teil desselben zum 
Reprasentanten. So ist ^ 2x ?>y 4:Z 1 im ganzen Raume 

definiert, anders gesagt, fiir die unbescbrankten Variablen x, y, z\ 
xi^yi — z"^ dagegen als reelle Funktion nur fiir solcbe 

Punkte des Raumes oder solcbe Wertverbindungen, fiir die x^ + y^ 
+ < 1, als eindeutige Funktion durcb die Festsetzung, die Wurzel 

sei positiv zu nebmen; n = — - ^ bat die genannten Eigen- 

scbaften in dem nicbt abgescblossenen Bereicb x? y^ z^ <i 1. 

Bei ^^>3 Variablen x^^ x^, . , . x,^ bort die Moglicbkeit einer 
geometriscben Veranscbaulicbung des Bereicbes auf. Es bat sicb aber 
als vorteilbaft fiir die Formulierung der Satze erwiesen, die geometrische 
Ausdrucksweise beizubebalten, von einer Wertverbindung . ,\Xn 
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r Yariablen als von einem Punkte im ;i-diinensionaIen liaume 7?^, 

sprechen und zu sagen, iv sei fiir diesen ganzen Raum oder einen 

i\ desselben als Funktion von x^, , . . definiert, in Zeichen: 

= x^, . .,xj, U} 

snn jedem Punkte ein bestimroter Wert von w zugeordnet ist. 
ernach ist beispielsweise + 2^2 "b *^-^3 + ^^4 + ^ ganzen 

. w I — Xi — xl — xfi — xl, die Wurzel posit iv genommen, nur 
jenem Teil definiert, in welcbem xl + xt xl + xl ist. 

41 . Implizite Funktionen. L An einer friiheren Stelle ist der 
ometriscben Zuordnung der Werte zweier Variablen x, ij durch eine 
irve die aritbmetiscbe Zuordnung durch eine Grleichung gegeniiber- 
stellt worden. Auf diesen letzteren Modus soli nun etwas naher 
igegangen werden. 

Es sei F{Xjy) ein durch eindeutige arithmetische Operationen aus 
y gebildeter Ausdruck; durch ihn ist auf der ganzen Ebene oder 
lem Teile derselben eine Funktion der Variablen x,y definiert; der 
asatz 

F{x, i/) = 0 (5) 

mn als Forderung aufgefafit werden, jene Stellen der Ebene zu be- 
immen, an welcben die genannte Funktion den Wert Null bat. Diese 
sstimmung kann in der Weise erfolgeu, daB man der einen Variablen, 
B. X, einen IdiMgm Wert erteilt und priift, -vrelcber Wert von y 
m auf Grund der Gleicbung (5) zr^eordnet ist. 

Findet man, daB zu jedem Werte x aus einem Interval! a-^x^h 
der aucb nur a <x <V) ein bestimmter reeller Wert von y gebort, 
ist durcb (5) y in dem bezeicbneten Intervall als Funktion von x 
sfiniert. Eine derart gegebene Funktion nennt man eine implizite 
inktion zum TJnterscbiede von der expliziten, wie sie in 39 an erster 
iOlle erklart worden ist. 

Ist die Gleicbung (5) in bezug auf y dllgemein, d. b. obne Spe- 
alisierung des x auflosbar, so kann von der impbziten Definitions- 
rm F(x, y) = 0 zur expliziten y = f{x) ubergegangen und unmittel- 
ir entscbieden werden, ob und in welcbem Bereicbe y als reelle 
cmktion existiert. 

Formal stebt nicbts im Wege, den Wert von y heliebig anzu- 
sbmen und auf Grund von (5) nacb dem zugeordneten Werte von 
zu fragen. Docb braucben nicbt beide Auffassungen zu wobl- 
jfinierten Funktionen zu fubreti. 

Die Variable, deren Werte man MieMg (eventuell unter Be- 
ibrankung auf ein Intervall) annimmt, nennt man die unabM^tgige^ 
e andere die abMngige. Abbangige Variable und Funktion sind 
so adequate Begriffe. 

Zur Erlauterung mogen folgende Beispide dienen. 
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4 : 2 , Die elemeutareu Funktionen. Die Ausdrucksformen der 
elementaren Mathematik fiiliren zu einer Reihe yon Funktionen, mit 
denen sich schon ein weites Gebiet der reinen und der angewandten 
Mathematik beherrscben ra6t;man bezeichnet sie sAselementare FimJdmien. 

Es ist iiblich, die analytisch definierten Funktionen in zwei Klassen 
zu sondem: in die algebraischen und die transsendenten. 

L Bei expliziter Darstellung versteht man unter einer algebraischen 
FimMion eine solehe, deren Ausdruck durch eine begrenzte Anzahl 
auf die Variable angewendeter algebraischer Operationen entstanden 
ist; unter algebraischen Operationen werden die vier Spezies und das 
Wurzelziehen verstanden. 

Sind nur Addition (mit EinschluB der Subtraktion) und Multipli- 
kation (mit EinschluB des Potenzierens) im Spiele, so spricht man 
von einer ganzen Fmktion, Ihr Typus ist ein nach positiven Potenzen 
der Variablen x geordnetes Polynom mit reellen Koeffizienten : 

F(x) = + a^x”-^ H h (8) 

die Zahl n nennt man den Grad der Funktion. 

Tritt noch die Division hinzu derart, daB die Variable an der 
Bildung des Divisors teilnimmt, so heiBt die Funktion eine gehrochene, 
Der Tjpus einer solchen besteht in einem Bruche, dessen Zahler und 
Nenner ganze Funktionen sind: 

+ ha„ . .qi 

b,x”^ + b,x”‘-^+--- + bJ • 

sie heiBt echt gebrochen, wenn unecJit gebrochen, wenn m < 72 . 

Zwischen diesen beiden Funktionsgattungen besteht ein tiefgehen- 
der Unterschied; wahrend die ganzen Funktionen fur die unbeschrankte 
Variable definiert sind, versagt bei den gebrochenen Funktionen die 
Definition an alien jenen Stellen des reellen Zahlengebiets, aber auch 
nur an diesen, an welchen der Nenner Null wird. 

Ganze und gebrochene Funktionen werden unter dem Namen der 
rationalen Funidionen zusammengefaBt. 

Erstreckt sich auf die Variable auch die Operation der Wurzel- 
ausziehung, so heiBt die Funktion irrational. Eine typische Form 
dieser Funktionen gibt es nicht. Die Forderung der Realitat reicht 
nicht immer aus, die Eindeutigkeit der Funktion herbeizufiihren, unter 
Dmstanden sind noch besondere Festsetzungen dazu notwendig. Der 
Bereich der Variablen muB aus dem Ban der Funktion erschlossen 
werden. 

Die Funktion "j/ ^ ~ beispiels weise ist eindeutig, wenn man das 

Vorzeichen der Wurzel festsetzt; sie ist definiert fiir das ganze Gebiet 
der reellen Zahlen mit AusschluB des Intervalls — 1 < ^ 1, inner- 

halb dessen ihr Wert imaginar ist. 

Oztiber, H5kere Mathematik. 
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Setzt man bei der Funktion Yx — l/a! die Qnadratwurzeln als 
positiv fest, so ist sie eindeutig nnd bestimmt in dem Interval! 
1 < a: < CX 5 . 

Bei dem Ausdruck 1/ g - - -- g reicht die Forderung der Realitat 

allein aus, urn ikn als einwertige Funktion erscheinen zu lassen, die 
fur alle Werte you x mit AusschluB von — a und a bestimmt ist 
Fine zweite Definition der algehraischen Funktionen greift iiber 
das Gebiet der elementaren Funktionen hinaus, Ibr zufolge wird g 
als algebraische Funktion von x erklart, wenn zugeordnete Werte bei- 
der Variablen einer algehraischen Gleichung geniigen. Die typische 
Form einer solcben Gleichung besteht darin, daB eine Summe von 
Gliedern der Form worm v natiirliche und reelle 

Zahlen bedeuten, der Null gleichgesetzt ist. Die groBte Zahl ^ be- 
deutet den Grad der Gleichung in Bezug auf x, die groBte Zahl den 
Grad in Bezug auf 2 /, die groBte Summe ^ den Grad der Gleichung 
uberhaupt. Ordnet man eine solehe Gleichung nach Potenzen von 
so sind die Koeffizienten ganze Funktionen von x (und umgekehrt). 

Diese Definition umfaBt alle Funktionen, die in der vorigen ent- 
halten waren, aufierdem aber auch noch hohere Funktionen. Ist r = 1 
und der Koeffizient von y eine Konstante, so geht die ganze Funktion 
hervor; hangt der Koeffizient von x ab, so ergibt sich y als gebrochene 
Funktion. Von da ab, d. i. von v = 2 ab, wird y, sofern es fiber- 
haupt reelle Bestimmungen zulaBt, im aUgemeinen eine irrationale 
Funktion, laBt sich aber, sobald v die Zahl 4 fiberschreitet, von be- 
besonderen Fallen abgesehen, nicht mehr durch Wurzelgi‘ 6 Ben allein 
darsteUen. 

Es definiert beispielsweise die algebraische Gleichung 
ix^ + 3a; — 2^ + 1 == 0 
3 1 

die ganze Funktion y = 23(? + V ^ Gleichung 

x^ + 2xy + 0 ? + 61 / + 3 = 0 

die unecht gebrochene Fimktion 2 / = - ; die Gleichung 

ax^ + 2hxy -f- cy'^ 2fx +- 2gy + 7^ = 0 

die zweideutige Funktion y = "T + ^ 

die sich durch Sonderung der Yorzeichen in zwei eindeutige Zweige 
auflbst; ihr Definitionsbereich ergibt sich aus der Bedingung 
(bx + gy 5 c{ax^ + 2fx + h), 

n. Alle Funktionen, die nicht unter die Definition der algebra- 
ischen fallen, heiBen transzendente FimMonen. 
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Zu dieser Klasse, die sich durch Angabe positiyer Merkmale 
nicbt umsclireiben laBt, liefert die Elementarmathematik nur wenige, 
dafur aber aufierordentlich. wichtige Funktionsformen* Es sind das 
die aus geometrischen Definitionen bervorgehenden Kreis-, Winkel- 
oder trigonometrischen FunJctiomn sin x, cos x^ tg x, cotg x^ see x, 
cosec X, die beiden ersten fiir die unbeschr^kte Variable, die dritte 

und fiinfte mit AnsschluB der Stellen (2Z: + 1)^? viertc und 

secbste mit AusscbluB der Stellen Jztc definiert, nnter 1: eine beliebige 
positive Oder negative ganze Zabl (ITuU eingescblossen) verstanden; 
dann die logarithmiscJie Fimktion log^x und die mit ihr im Zusammen- 
liang stel^ende ExponmtidlfiinJction a® (39, 11, 5), beide unter der Vor- 
aussetzung a > 0, die erste in dem Intervall 0 < a; < oc, die zweite 
fiir die unbescbrankte Variable definiert. Eine weitere Gruppe von 
Funktionen wird alsbald binzukommen. 

43. Eiuige besondere Arten des Fonktionsverlaufs. Xzi' 
verse Funktionen. Einige Erscbeinungen im Verlaufe von Funk- 
tionen, auf die baufig wird binzuweisen sein, soUen scbon bier ver- 
merkt werden. 

1. Die Funktion /(x) beiBt in dem Intervall (a, b) konsfant^ wenn 
fur jede zwei Werte x' =4= aus demselben /{x') == /{x") ist; es ist 
dann notwendig, fiir jeden Wert x aus (a, b) /(x) = I:, wo Jc eine be- 
stimmte Zabl bedeutet. 

2. Eine in dem Intervall (a, b) definierte Funktion beiBt monoton^ 

wenn mit a;' <a;"stets f(x') oder stets f(x)>f(x") verbunden 

ist. Im ei’sten PaUe beiBt die Funktion zunebmend, im zweiten FaUe 
abnebmend. 

Die Beziebung zwiscben x und y ~ f{x) ist bei einer solcben 
Funktion ein-eindeutig, d. b. zu einem Wert von x gebort nur ein 
Wert von y und zu einem entsprecbend gewablten Werte von y nur 
ein Wert von x. Hiernacb bildet aucb x eine Funktion von y^ in 
Zeicben: x == (p{y). 

Zwei Funktionen, die aus einer solcben ein-eindeutigen Zuord- 
nung zwiscben x, y bervorgeben, indem man einmal x, ein zweitesmal 
y als die unabbangige Variable wablt, beiBen inm'se Funktionen. 
Scbreibt man diesen Sacbverbalt in der Form an: 

y ^f(x\ X = (p{y), (10) 

so gebt daraus bervor, daB /[<p(y)] = y und = x fiir jedes 

zulassige y, bezw. x sein musse; es kann also als analytiscbes Merk- 
mal dafiir, daB die durcb /y-q) angezeigten Funktionen invers seien, 
der Umstand angeseben werden, daB /[(p(ty\ und (p[/(f)] gleicbbe- 
deutend sind mit t , 

WiU man in der zu y = /(x) inversen Funktion x^ g){y) die un- 
abbangige Variable wieder mit Xy die abbangige mit y bezeicbnen 

5 ^ 
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Fig. 12. 


und das geometrisclie Bild in demselben Koordinatensystem zur Dar- 
stellung bringen wie das Bild AB, Fig. 12, von /, so braucht man 

AB nur durch Spiegelung an der Linie OH, 
welche den Winkel XOY halbiert, zu trans- 
fonnieren; die neue Linie A^B^ ist das Bild 
von y = 

3. Eine in dem Interval! (— a, a) oder 
aucb oo, oo) definierte Punktion beiBt 
eine gerade Funktion, vrenn /(— x) =* /{x ) ; 
hingegen eine ungerade Funktion, wenn 

/(- ») — /(«)• 

Die erste Eigenschaft kommt einer geraden Potenz von x zu, weil 
diezweite einer ungeraden Potenz, weil 
daber stanunen die Benennungen. 

Ans der Groniometrie ist bekannt, dafi cos x eine gerade, sin x 
eine nngerade Punktion ist; denn cos (— x) = cos x, sin (— x)^ — sin^r. 

4. Eine Punktion f{x) der unbescbrankten Variablen, welcbe fiir 
jede zwei Werte von x, die sicb dem Betrage nacb nm p von einander 
unterscbeiden, gleiche Werte annimmt, heifit eine periodische Funktion, 
p ikre Periode. In Zeicben druckt sich die Eigenscbaft in dem 
Ansatz 

/ix+p)=/ix) (11) 

aus, der fur jedes x gilt Eine unmittelbare Folge davon ist, daB aucb 

/(x + ^p) =/(a;), 

wo k jede (positive und negative) ganze Zahl bedeuten kann. 

TInter den elementaren Punktionen sind es die trigonometriscben, 
die die Eigenschaft der Periodizitat besitzen, und zwar baben sin und 
cos (ebenso sec und cosec) die Periode 2:r(360®), tg und cotg die 
Periode 5r(180®); denn es ist 

sin (x + 2A*jr) = sin x, cos (a: + 2 fcjr) == cos x, 
tg (x + = tg X, cotg {x + A'itt) — cotg X. 


Eine periodische Punktion ist zur Umkebrung nicbt unmittelbar 
geeignet, weil die Zuordnung, in welcber x, y stehen, nicbt ein-ein- 
deutig, sondern in dem einen Sinn ein~, in dem andern unendlich 
vieldeutig ist; die Umkebrung ware demnacb eine unendlich vieldeutige 
FunUion. Durcb entsprecbende Einscbrankung kann man aber die 
Eindeutigkeit berbeifubren. Dies wird am besten an der Umkebrung 
der trigonometriscJien Funktionen zu zeigen sein, die uns zu der bereits 
erwabnten weiteren Grruppe elementarer Punktionen fiibren wird. • 

5. Man nennt die TJmkebrungen der trigonometriscben Punktionen 
syklometrische FimkUonm, 
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a) sinii; ist in dem Interval! — ^ ^ ic^~eine mono ton zunehmende 

Funktion, well hier mit x < x' zngleicii sin x' < sin x!' stattfindet, 
nnd nimmt daselbst aUe Werte an, deren der Sinus fahig ist. 

Die ans der Umkebrung dieses monotonen Abschnitts hervor- 
crehende Funktion wird 

O 

arc sin ri? (12) 

geschrieben; ibre Werte liegen biernacb zwiscben — ^ und mit 

EinscbluB der Grenzen, das Gebiet von x ist (— 1, 1). 

Die voUstandige Umkebrung von sin x soU 

Arc sin ir (13) 

gescbrieben nnd (12) ibr Hauptiveyi} genannt werden. 

Ans den Beziebnngen 

sin a; = sin (2 Z; + 1 — rc) = sin {2h^ + x) 

folgt: 

Arc sin x =^vn arc sin x (14) 


wo das obere Zeicben fiir ein nngerades, 
das nntere fiir ein gerades v gilt. 

Fig. 13 bringt beide Fnnktionen in dem 
nnter 2. erlanterten Sinne zur Anscbanung; 
die scbwacb gezogene Linie stellt den Ver- 
lauf von sin x, die stark gezogene den Ver- 
lauf von arc sin x dar. 

Es ist sin (arc sin t) = arc sin (sin t) = t, 

b) cos X ist in dem IntervaU ^ 
eine monoton abnebmende Fnnktion, weil 
bier d < x' immer cos x' > cos x' nacb 
sicb ziebt, nnd nimmt daselbst alle Werte 
an, deren der Kosinus iiberbanpt fabig ist. 
Ans der Umkebrung dieses monotonen Ab- 
scbnitts gebt die Funktion 

arc cos x 



bervor, deren Werte somit dem Interval! (0, jt) angeboren, wabrend 
X anf das IntervaU (— 1, 1) angewiesen ist. Man nennt sie ancb den 
Hanptwert der unendlicb vieldeutigen Umkebrung des voUstandigen cos: 

Arc cos a?; (16) 


in Folge der Beziebnng: cos x = cos ± a?) ist 

Arc cos X = 2h7C + arc cos x, (17) 


Vgl. Fig. 14. 

c) tga? ist in dem nicbt abgescblossenen IntervaU ~ ~ <x<y 
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monoton zunehmende Funktion und nimoit hier alle Werte an, deren 
sie uberhaupt fahig ist. Durcb Umkehrung dieses monotonen Ab- 
scbnitts entstebt di Funktion 

arc tg Xj (18) 

der Hauptwert der vollstandigen Umkehrung 

Arc tg X] (19) 

zwischen beiden besteht wegen der Periodizitat von tg x die Be- 
ziehung; 

Arc tg rr? = arc tg x + (20) 

Vgl. Fig. 15. 




Im Anschlusse an die Einfuhrung der zyklometrischen Funktionen 
sollen einige wichtige Relationen zwischen ihnen festgehalten werden. 

Aus der Beziehung sin x ~ cos folgt 


” are sin ^ + arc cos rr = y ; (21) 

da femer tg x cotg cotg x == und beide Funktionen 

ungerad sind, so ist 

arc tg r + arc cotg a; = arc tg a? + arc ~ = y sg^ (22) 


woraus sich eine neue analytische Darstellung der Funktion sgn x 
( 39 , n, 2.) ergibt: 

sgn a: = (arc tg ® + arc tg 

Den Beziehungen sin sin x cos y ± cos x sin y, cos (iu ± 2/) = 

cos a? cos y q: sin a; sin y, ig {x±y) ^ zwischen dentrigono- 
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metrischen Funktionen entsprechen die folgenden Relationen zwischeD 
den zyklometrisclien : 

arc sin x + arc sin y = arc sin {x ]/l —y- —X“j 

arc sin x ± arc cos y = arc cos {xy qiVl — a?- ]/l 
arc tg O’ 4- arc tg y = arc tg 

o — b j o i^xy 

die Wurzeln in den beiden ersten Formeln positiv genommen. 

§ 2. Orenzwerte von Funktionen. 

44. Grenzwerte im Bndlichen. 1st die Funktion /(x) in 
dem ganzen Intervall (a, /5) definiert, so gehort zu jeder Stelle a des 
Intervalls ein bestimmter Funktionswert /(a)y den wir den Definitions- 
ivert der Funktion an dieser Stelle neniien woUen. Er wird durch 
die Siihstitufion x ^ a in /(x) und Ausfuhrung der vorgescbriebenen 
Recbenoperationen gefunden. 

Wesentlicb verscbieden hiervon ist die Frage nacb dem Grenz- 
wert der Funktion bei iem Gretzzuhergange Y\mx===a, d.h. die Frage ^ 
ob f{x), wenn sicb x unaufborlicb der Stelle a nabert, gegen eine 
Grenze konvergiert, und welches diese Grenze ist. 

Wahrend es im ersten Falle nur auf den Funktionswert an der 
Stelle a ankommt^ bleibt bei der zweiten Frage gerade dieser auBer 
Betracht, und nur um die Nachbarwerte handelt es sich. Es hat also 
die zweite Frage auch dann Berechtigung, wenn /{x) an der Stelle a 
nicM definiert ist. 

Im folgenden werde, wenn nichts anderes bemerkt wird, voraus- 
gesetzt, a befinde sich im Innem von /3). 

Man sagt, f{x) babe bei dem Grenziibergange lim == a einen 
Grenzwert, und dieser sei I, wenn die DifFerenz I —/(x) dem Betrage 
nach beliebig klein wird^ wahrend x sich dem a fortwahrend nahert; 
es lafit sich dann zu einem beliehig klein festgesetzten positiven s ein 
hinreichend kleines positives d angeben, derart, daB 

1 ^ -/(«)!<«; 

wenn und solange 0 < | a; — a ] <(5. 

In kurzer Weise drtickt man diesen Sachverhalt durch den Ansatz 
lim /(x) = b (2) 

= a 

aus. 

Es ist wichtig; dafi man sich den Inhalt dieser Definition zu 
voUiger Klarheit bringe, was wohl am besten an einer geometrischen 
Verbildlichung gelingen wird. Zu einem beliebig engen Horizontal- 
streifen der Ebene des Koordinatensystems (Fig. 16), dessen Mittel- 
linie y ^b ist, laBt sich ein hinreichend enger Vertikalstreifen mit 
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der Mittellinie x^a angeben derart, daB der ganze Verlauf der 
Fimktion, soweit er dem zweiten Streifen angehort^ auch in dem ersten 
jr / Streifen, also in dem beiden Streifen ge- 

^ meinsamen Recbteck verbleibt; die Stelle a 

r : ' kommt dabei nicbt in Betracbt. 

/(^) babe bei dem Grenz- 

- iibergange lim x ^ a den Grenzwert cx), 

j i bezw. — oo, in Zeichen: 

I i ’ ; lim/'(5;) = oo, lim/(a;) =* — oo, (3) 

wenn f{x) beliebig groB, bezw. algebraiscb 
beliebig klein wird, wahrend x sich dem a 
fortwahrend nabert, derart, daB zu der beliebig groB angenommenen 
positiven Zabl Ic eine binreicbend kleine d sich angeben laBt, so daB 

/(x)>i, bezw. /(x)<-l, 
wenn und solange 0 < | a; — a 1 < d. 

Mitnnter ist es notwendig, den Grenziibergang naber zu quali- 
fizieren, insbesondere dahin, daB man zwiscben einem rechien (x > a) 
und UnJcm (x < a) Grenzubergang unterscbeidet. Man bedient sicb 
fur diese Unterscbeidung der Scbreibweise 

lim/(a;), lim /(a;); (5) 


lim /(a;), 

a; = a + 0 


lim/(a:); 

af — a—O 


im iibrigen bleiben die fruberen Erklanmgen aufrecbt. 

An den Endpunkten des Definitionsbereicbs ist scbon durcb die 
Natur der Sacbe nur ein einseitiger Grenzubergang moglicb, und zwar, 
wenn < /S, bei a nur ein recbter, bei nur ein linker. 

45. Beispiele. 1. Die Funktion /(rr) = sin*^ ist fiir x^O 

nicbt definiert; sie besitzt aber aucb keinen Grenzwert bei lim x 0,, 
X weil sie, wie nabe an Null man aucb 

^ X annimmt, bei dem weiteren Ab- 

/IT 11' 7 \ nebmen nocb unbegrenzt oft zwiscben 

1 j / \ den Werten — 1 und 1 scbwankt; 

/ / sie nimmt diese Werte abwecbselnd 

i i an den Stellen an, welcbe durcb die 

.. / / Glieder der gegen Null konvergie- 

\ / 1 / renden Zablenfolgen 

liii + /-T-Xr- (« = 0 , 1 , 2 ... .) 

— (2 w + 1) SC ^ ^ ? J 

bezeicbnet sind. Man bat es bier mit 
emer Funktion zu tun, die in der un- 
mittelbaren Umgebung von Null geometrisch niclit darstellhar ist; 
Fig. 17 deutet die Erscbeinung, die sie bier darbietet, nur an. 
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2. Fiir jeden Wert von a; 4=0 sei /(x)^x cos — und /\0) sei == 0. 

TVie klein aucli x dem Betrage nach angenommen wird^ hort cos “ 

nicht auf; zwischen — 1 und 1, /(x) also zwischen — x und x 
zu schwanken, wird mit x selbst be- 
liebig klein, lim /(x) ^ 0, so da6 bei 

x=0 

der obigen Fesfcsetzung der Grenzwert 
mit dem Substitutionswert iibereinstimmt. 

Fig. 18 kann das nicbt darstellbare Ver- 
balteu in der Ilmgebung von 0 nur an- 
deuten. 

3. Die Funktion /(x) = ~ sin — ist 

fur a? = 0 nicht definiert, hat aber auch 
keinen Grenzwert fiir lim a? = 0; denn sie 
hort, wie sehr man sich der Null auch 

schon genahert hat, nicht auf, zwischen — ~ und “ zu schwanken, 

das dem Betrage nach beliebig gro6 wird; sie hort aber auch nicht 
auf, immer wieder 0 zu werden; es sind also weder die Merkmale 



eines endlichen noch die eines un- 
endlichen Grenzwertes vorhanden. 

Da die Werte von — durch die 

Ordinaten einer gleichseitigen Hy- 
perbel dargestellt sind, so bietet 
die Funktion ein Bild dar, wie es 
durch Fig. 19 angedeutet ist; in 
der nachsten Umgebung von 0 ist 
sie iiberhaupt nicht darsteUbar. 

4. Bei der Funktion 

/(a?)- — ^-(a>l, a; 4=0), 



X 




Fig. 19. 


die an der Stelle a; = 0 nicht erklart ist, kann auch von einem Grenz- 
werfce bei dem gewohnlichen Grenziibergang lim a? == 0 nicht die Rede 
sein; erst wenn man den Grenziibergang qualifiziert, ergeben sich be- 
stimmte Resultate, und zwar 


1 


lim /{x) = 0, 

weil 

lim a* = cx> , 

a:=s + 0 


ar= + 0 

und lim /(x) ^ 1 , 

«=: — 0 

weil 

1 

lim a* = 0 ist. 

a? = -0 



5. Die Funktion /(x) = Mm bietet ein Beispiel fttr den 

71 = 00 * 

Unterschied zwischen Substitutions- und Grenzwert. Die Substitution 


« + ■ 


x = 0 gibt /(O) = 2. Bringt man den Bruch auf die Form 
so erkennt man unmittelbar, dafi f{x) = ^ ist fur a; + 0; folglich ist 


* n 


lim y (^) = ± oo . 

ar= + 0 

6. Die Funktion /(x) = ist fur a; = 0 nicht erkFart^ kat aber 

bei dem Grenziibergang lim ic = 0 einen Grenzwert, der, weil die 
Funktion gerad ist, ebensowobl als rechter wie als linker Grenzwert 

gerecbnet und durek folgende geometriscke 
Betracktung gefunden werden kann. 

Wenn man den Radius des in Fig. 20t 
aus 0 besckriebenen Kreises als Langenein- 
keit benutzt, so ist 

BO^smx, 0C=^ cos X, BD=^tgx, 

und es driicken sick die in steigender GroBe 
geordneten Flacken der Figuren dOCB^ 

Sektor OAB, JOBS durch aus; folgHeh ist 



COS 5 ; sin iT < ic < 


sin X 
cos a? 


COS X < 


sin a? 


< 


1 

cos X 


.. -4 ^ 'i ^ 

cos iT > 1 : — >1 : 

sin a; cos x ’ 


1 — COS X und 1 — werden mit abnekmendem x beliebig klein, 

cos X 0 7 

weil cos X der Einkeit beliebig nake kommt, daker wird auck 1 ^ 

° ^ sin X 

beliebig klein; infolgedessen ist 


X T Bina; ^ 

lim ^ — = lim = 1. 


46. Grexizwerte im XTuendlichen. Wenn eine Funktion fiir 
ein einseitig unbegrenztes Intervall, (a, oo) oder (— co, a), oder fiir 
die unbeschrankte Variable definiert ist, so entstekt die Frage nack 
ikrem Verkalten bei unbegrenzt wacksendem oder abnekmendem Werte 
der Variablen oder, wie man dies auck auszudriicken pflegt, nack 
ikrem „ Verkalten im TJnendlicken^^ oder nack ikrem „Endverlauf^ 
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Man sagt von einer Funktion f\x), daB sie bei dem Grrenziiber- 
gange lim a; = oo den Grenzwert h babe, in Zeichen: 

lim fix) = 6 , ('6') 

a: = 30 

wenn die DifPerenz I ’-/{x) dem Betrage nach beliebig klein wird, 
wahrend x bestandig wachstj praziser und fiir die aritbmetiscb.e Yer- 
wertung geeigneter ausgedruckt, wenn zn einem beliebig klein fest- 
gesetzten positiven b eine binreichend groBe positive Zabl K angegebeu 
werden kann derart, dafi 

wenn und so lange x>K, 

In geometriscber Darstellung, Fig. 21, 
beiBt dies, es lasse sicb zu einem beliebig 
engen Horizontalstreifen der Ebene, dessen 
Mittellinie y ist, eine Begrenzungs- 
linie x ^ K derart festsetzen, daB rechts 
Ton ibr die Bildkurve der Funktion jenen 
Streifen nicbt mebr verlaBt. 

In analoger Weise ist der Inbalt des Ansatzes 

lim /{x) == T) (8'; 


( 7 ) 



durcb die Ungleicbungen 

x<-K 

erklart. 

Man sagt, die Funktion babe bei dem Grrenziibergange lim x = oo 
den Grenzwert cx), beziebungsweise — cx), in Zeicben: 

lim /(x) = oo, bzw. lim /{x) = — oo , (10^ 


wenn sicb zu einer beliebig groB festgesetzten positiven Zabl G eint 
binreicbend groBe positive Zabl K angeben laBt derart, daB 

/(x) > G, bzw. /(x) <-G, 
wenn und so lange x> K. 


In bezug auf das geometriscbe Bild 
besagt der erste Fall, es lasse sicb zu einer 
beliebig weit iiber der x-A.dh.se liegenden 
Geraden y ^ G eine binreicbend weit von 
der j/-Acbse nacb recbts bin entfernte Ge- 
rade x K angeben solcberart, daB die Bild- 
kurve recbts von der zweiten Geraden voll- 
standig fiber der ersten Geraden verlauffc, 
Fig. 22. 
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In almliclierWeise sind die Ansatze lim /(x) ~ 00 und =—00 

a:= — « x= —oc 

zu verstehen und zu erklaren. 

Es kann indessen gesckehen, daB die Fnnktion bei dem Grenz- 
iibergange lim a? = 00 oder lim a; = — 00 weder einen endlichen nocb 
einen unendlichen Grenzwert in dem eben erklarten Sinne besitzt^ 
indem sie nie aufbort, zwiscben zwei bestimmten oder zwischen be- 
liebig weit werdenden Grenzen zu schwanken. 

Beispiele, 1. Der Quotient stellt, wenn = 4- , eine 

cx -f- » ' 0 a ^ 

Konstante, hingegen wenn -f- 4= ? eine mit x verandeiiicbe Punktion 

dar; diese bat fiir die Grenziibergange Hm x ^ 00 und lim x^ — 00 

den Grenzwert Denn 
e 

a ax-^-h ad — he 

c cx -j-d c (ex + d) 

kann durcb Wabl eines entsprechend groBen, gleicbgiltig ob positiven 
Oder negativen x dem Betrage nacb beliebig klein gemaebt werden; 
angenommen beispielsweise, a, c, d seien so besebaffen, daB die 

Differenz fur positive x positiv ist, so geniigt es, a; > 

zu wahlen, urn jene Differenz unter das beliebig klein festgesetzte s 
zu bringen. 

2. Die Punktion J^(x) = — ^ durcb Ausfubrung 

der Dmsion auf die Form Ax -\- B + bringen; infolgedessen ist 

lim/ (a;) = 00 sgn lim f{x) = — cx) sgn A. 

*-00 a:=-oo 

Daraus folgt, daB die reziproke Funktion w(x) = — bei 
^ / ax^ -\-hx-\- e 

beiden Grenzuberg'angen gegen 0 konvergiert. 

3. Die Punktion /{x) = a? sin ~ bat fiir die beiden Grenziiber- 

gange lim a? = + cx? den Grenzwert 1. Urn dies einzuseben, brauebt 

. 1 

sin — 

man sie nur in der Porm zu sebreiben und auf 45 , 6. Bezug 

X 

zu nebmen. 

4. Der Endverlauf der Punktion /{x) = a? cos a; gestaltet sicb 
derart, daB sie weder einen endlicben nocb den Grenzwert cx) (oder 
“ 00 ) besitzt; je groBer x wird, zwiseben urn so weiteren Grenzen 
scbwanldj sie, obne jemals aufzuboren, aucb den Wert 0 anzunebmen; 
wenn sicb also aucb lestimmte Stellen bezeiebnen lassen, an denen 
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die Funktion die beliebig grofie positive Zabl G liberschreitet sbzw. 

unter — G fallt), so laBt sich. dock keine Stelle angeben^ von der 

an dies dauernd stattfindet. Man sehe T 

Fig. 23 und vergleiche sie mit den Fig. 18 i 

nnd 19. I zp. 

47. Qrenzwert der Punktion r I . - ' I 

1 I ■■ ! I 

/(ae) = (1 + 0 ?) '' far liin.jc = 0. Die / \ ^ j 

Torgelegte Funktion ist fiir alle ^>—1 J \ \/\ ^ \ I ^ 
wokl definiert [39, II, 5.], mit Ausnabme j / \ j 

des Wertes x = 0. Besitzt sie bei . j y'' V 

lim X = + 0 einen Grenzwert, so hat sie \jy 
denselben Grenzwert auch bei lim a; = — 0. 

Denn, ersetzt man x durch so wird 

/(- 1) = 0 - i) ' = = (i + rzn) ' (i + rii)’ 

nun konvergiert - ^ = 1 / mit | zugleich gegen +0, folglich ist 

lim/(— I) = lim (1 + (!+{/) = lim/(y) . 

^ = + 0 2/= + 0 

Es bedarf daher nur der Priifung des rechten Grenziibergangs. 

Zu diesem Zwecke lasse man x znnachst die Zahlenfolge wo « 

eine natnrliche Zahl bedentet, durchlaufen; es handelt sich dann ui 


Nun ist 






n 1 n{n — 1) 1 n (w — 1) (w — 2) 1 
'i 'n r.“2 ^ 1-2.3 

n{n — 1) * • • (w — — l) 1 


1,1, \ V I 

— '*•+ 1 + 1-2 1 . 2-3 

1-2-.-W ’ 

vom dritten angefangen nimmt mit wachsendem n jedes Glied dieser 
Entwicklung zu, und da zugleich die Anzahl der dnrchwegs positiven 

Glieder wachst, so wachst auch ^1 Yonw= 1 angefangen, ist 

aber bei jedem w ^ 2 kleiner als 

...1,1. 1 , . 1 
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Die Zahlen « 2 ; * bilden eine monoton zunehmende Zahlen- 

folge, deren Griieder aber samtlicb unter einer festen Zahl bleiben; 
denn es ist, sobald n mindestens 3, 


a„<l+Y + i + i + 


+ -^ = 2 + 




-I 


■2 + l-j-^ri<3. 


FolgKcb haben die Zahlen der Folge (aj eine Grenze, die zwischen 
2 nnd 3 liegt nnd fortan mit e bezeichnet werden soil; es ist also 

lima„ = e, (12) 

n — cc 


und gleichzeitig ergibt sich fur e die Definition durch eine Reihe: 


e = 1 + Y + jTa + IT^ + ' 


(13) 


von der schon die ersten zehn Glieder sieben festbleibende Dezimal- 
stellen geben, so daB mit diesem Genauigkeitsgrade 


e = 2,7182818 . . . 


gesetzt werden kann. 

Gegen die namliche Grenze e konvergiert aber auch ^1 + 
Denn es ist-) 



folglich 




23 

2n 

3.4 


(n — 1) n 
2 71 


) 


1) Auf 18 Dezimalstellen genan ist e = 2,718281828469046235 .. . 

2) Sind namlich ofg, • ■ • positive ecbte Brucbe, so folgt aus (1 — ofi) (1 — cc^) 

— 1 — (cfi + 0^2 znnachst, dafi 

(1 — ofi) (1 — ag) > 1 — (tti + ofg); 

mnltipliziert man beiderseits mit der positiven Zahl 1 — cc^ und wendet rechts 
dieselbe Relation an, so entsteht 

(1 “i) (1 ^2) (1 ^^2)] (1 — ^3) 1 — (^1 ^2 “h ^s) 1 

so dafi for jedes beliebige n 

(1 - (1 - Of, )... (l~-a^^>l~ (or, + c«J. 
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1) > ^ + Y + A - Y,r) + rlr^ (l - ^) + 

= ~ A (^ + T + T^ + • • • + 1'.' 2 -Tr^,r7:-y) 


= ^ — . .« J =2 

« 9 n 


und waiter 


daher tatsacUicli 


».-(n-ir< 


1 \ « s 

L) <- ± 

n / 2 H ^ 2 n ‘ 


lim (l + -^)” = lim a„ = e- 

Um den Ubergang zu einem stetigen x zu vollziehen, genilgt es^ 
rationale x in Betracht zu zielien, die nicht der Zahlenfolge ^ an- 
gehoren. 1st ^ eine solche Zahl, so fallt sie zwischen zwei aufeinander 
folgende Glieder dieser Folge, so daB 

n tiJ-l’ 


1“| — 


und in erholitem MaBe 


es ist aber 


(^ + 1") * X' + ')’> (* + ' 


und konvergiert daher gegen e, ferner 

und konvergiert daher auch gegen e, folglich ist fur jedes rationale 
;g?:lim (1 und nach. den Ausfuhrungen von 39, 11, 5) auch 

5r= 0 

fur ein reelles x 

lim (1 + xy ^ e. (14) 

a ?=0 

Die Zahl e'^) hat in der Analysis eine auBerordentliche Bedeutung 
erlangt: als Basis einer ExponentialfunTdion e®, die man auch als 


1) Die Bezeiclinmig stammt von L. Euler. 
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natilrliclie Potent bezeichnet, und als Basis eines Logarithmensysiems 
welches man das naturliche nennt. Die Logarithmen dieses Systems 
soUen fortan durch I bezeichnet werden im Gegensatze zu den ge 
meinen, fiir welche die Abkiirzung log gebrauchlich ist; dageger 
sollen anf eine unbestimmte Basis a (> 0) beziigliche Logarithmer 
mit log^ angeschrieben werden : all dies driickt sich in dem Ansatz^ 


aus. 

48. Grenzwerte von Funktionen zweier Variablen. Di( 

Funktion /{x, y) sei fiir den Bereich P definiert, der dnrch die Rand 
knrve C begrenzt ist, Fig. 24. Der Wert /(a, 1), der durch di( 

Substitution x a, y ==b in den Funk 
tionsausdruck erhalten wird, heiBe dei 
Definitionswert der Funktion an der Stell( 
M(a, 6), von der vorausgesetzt wird, daf 
sie sicli im Innern des Bereichs befinde 
Davon zu unterscheiden ist der Grenz 
tvert der Funktion bei dem Grenziiber 
gauge lim x = a, lim y = 6, der von den 
Werte an der Stelle M{a, V) gar nich 
abh’angt, daher auch dann existieren kann 
wenn die Funktion an dieser Stelle gar nicht definiert ist, und de 
von dem Substitutionswert /{a, V) verschieden sein kann, falls diese 
vorhanden ist, 

Wir woUen sagen, die Funktion besitze bei dem Grenziibergangi 
lim X ^ a, lim y den Grenzwert c, und dies in dem Ansatze 



lim /(x, y) c (15 

X rs a, y — b 

zum Ausdruck bringen, wenn sich zu einem beliebig klein festgesetztei 
positiven a ein hinreichend kleines positives 8 bestimmen laBt der 
art, daB 

wenn und so lange \ x — a \ <. d, \y — h\ <. 8 (16 

\x — a\ + \y — h\>0-, 

der letzte Ansatz driickt aus, daB x | y nicht mit a ] & zusammenfallei 
durfe. 

Bei geometrischer Deutung ist hiermit folgendes gesagt. Denk 
man sich eine Raumschichte, die von den Ebenen z ^ c — a un< 
^ £ (parallel zur a;^-Ebene) begrenzt ist, so laBt sich eine TJm 

gehing afiy8 des Punktes M angeben derart, daB der fiber ihr liegend 
Teil der die Funktion darstellenden Flache ganz in jener Raumschicht 
cnthalten ist. 
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Zeigt die Funktion ein solckes Verhalten, -wie es durcli die An- 

satze 

y) > bzw. /{x, yX — K, 

^renn und so lange ' ^ — a < d , 1 2 / — & , < d ( 17 ) 

\ X — a \ + \ y ~ 0 

besdirieben ist, die nacb dem Yorausgeschickten keiner naheren Er- 
klarung mebr bedurfen, so sagt man, es sei 

y)^ oo, bezw. lim /{x , «/) = — oo fl 8 ) 


In einem Punkte am Rande des Grebiets mu 6 die Umgebung so 
gehalten werden, daB sie bestandig dem Bereicb angebort. 

Die folgeude Ausfnbrung soU noch anf gewisse Feinbeiten des 
Grenzubergangs bei Funktionen zweier (und mebrerer) Variablen auf- 
merksam macben. 

Wenn fur die Funktion /(x, y) ein Grenzwert im Sinne der An- 
satze (16) und (16) existiert, so ist es evident, daB man ihn finden 
miisse, auf welcber Balm aucb man sicb dem Punkte 31 unbegrenzt 
nabert. Dies konnte auf den Gedanken bringen, den Grenzwert in 
der Weise zu sucben, daB man durcb 31 eine passend gewablte Babn, 
z. B. L3[, fiibrt und auf dieser dem Punkte 31 sicb nabert. Das 
Zustandekommen eines solcben Grenzwertes gestattet keineswegs den 
ScbluB, daB man damit einen Grenzwert im obigen Sinne gefunden 
babe; dieser ScbluB ware erst dann legitim, wenn man alle durcb 31 
fiibrenden Babnen verfolgt b*atte und auf alien zu dem namlicben 
Grenzwerte gelangt ware; denn es ist denkbar, daB man auf ver- 
scbiedenen Babnen verscbiedene Grenzwerte findet, dann aber existiert 
ein Grenzwert im Sinne von (15) nicbt. Ein Beispiel dieser Art bietet 
die Funktion ^xy 


die fiir alle Wertepaare von x, y definiert ist mit AusscbluB von 0 , 0 . 
Naliert man sicb dieser Stelle 0 langs eines Strabls, der mit der 
ir-Acbse den Winkel tp einscblieBt (s. die Fig.), so ist in einem Punkte 
dieses Strabls, der um r > 0 von 0 entfemt ist, x == r cos (p,y^r sin 9 ?, 

/(a;, «/) = siii 29 , 

und dieser Wert bleibt erbalten, wie klein aucb r wird, so daB bei 
Verfolgung dieses Strabls 

lim f{x, y) = sin 29 . 

Da nun (p von Strabl zu Strabl sicb anderfc, so andert sicb aucb 
lim /(Xj y) von Strabl zu Strabl und nimmt, wabrend g) das Intervall 
( 0 , 5 c) durcblauft, alle Werte von 0 bis 1 , 1 bis — 1 und — 1 bis 0 
an. Es existiert daber lim /(Xj y) nicbt. 

a; = 0, 3/ = 0 

Czuber, Holiere Mathematik. 
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S'2 Funktionsbegriff. § 2. Grenzwerte von Fnnktionen. 

49. Das Unendlichkleine und DneudlichgroBe. Es empfiehlt 
sich, einige haufig Triederkehrende Yorstellungen nnd Prozesse durch 
Einfiihrung kurzer Bezeichiiungen zu fomalisiereri; um von ilinen im 
'weiteren Verlaufe bequemer Gebrauch macben zu konnen, 

Bei der Definition des Grenzwertes h einer Funktion /{x) bei 
einem Grenzubergange lira x ^ a sind die variablen Differenzen — & 
und x — a aufgetreten, von welcben die erste heliebig klein gemacbt 
werden kann, indem man die zweite Jiinreichend klein werden laBt. 

Wir werden von einer variablen Grbfie, von der wir uns vor- 
stelleu, daB sie im Verlaufe ihrer Anderung dem Betrage nacli unter 
jede noch so kleine Zahl herabsinkt, sagen, sie iverde nnendlich Mein 
oder sei ein Unendlicbkleines. Mit Benutzung friiberer Ausdrucks- 
weisen kann man aucb sagen, ein Unendlicbkleines sei eine Variable, 
die der Grenze 0 zustrebt. Das Unendlicbkleinwerden bezeicbnet also 
nicbt einen DenkprozeB, der eines Abscblusses fabig ist, sondem, wie 
scbon der Name andeutet, einen Vorgang, der, wie weit er scbon ge- 
fiibrt sein mag, immer nocb eine Fortsetzung zulaBt. 

Die Tatsacbe, eine Veranderlicbe y werde unendlicb klein, kann 
demnacb sjmbolisch durcb den Ansatz 

lim y 

ausgedriickt werden. 

Bei der Betracbtung des Endverlaufs einer Funktion /{x) ist 
unter andern aucb der Fall erwabnt worden, daB /(x) dem Betrage 
nacb heliebig groB gemacbt werden konne, indem man x Jiinreichend 
grofi (oder algebraiscb klein) werden laBt. 

Von einer variablen Grolie, von der wir uns vorstellen, daB sie 
im Verlaufe ibrer Anderung fiber jede nocb so groBe (oder unter eine 
algebraiscb nocb so kleine) Zabl binauskommt, soil gesagt werden, 
sie werde (positiv, negativ) unendlicli groji, oder sie sei ein Unendlich- 
gropes. Dm-cb Anwendung frfiber eingeffibrter Scbreibweisen kann 
man diesen Sacbverbalt durcb die Ansatze 

lim y = C 30 , bzw. lim y ^ — oo 

zum Ausdruck bringen. Wiedernm bandelt es sicb nicbt um einen 
abgescblossenen, sondem um einen stets fortsetzbaren, also um einen 
WerdeprozeB, der, so weit wir ibn verfolgen mogen, immer im JEnd- 
lichen verlauft^). 

1) Man bat das Unendlicbgrofie im Sinne dieser Definition imeigentUches 

Unendlich genannt und ibm ein eigentliches 
UmndJich gegenuber gestellt. Die Yorstel- 
lungen, die dieser Unterscheidung zugrunde 
liegen, werden sicb am besten geometriscb 
deutlicb macben lassen. 

Als Axiom angenommen , dafi zu einer 
Geraden g durcb einen Punkt A eine Paral- 
lel© g' gelegt werden k5nne, Fig. 25, wird 



Pig. 25. 



Das Unendlichkleine und Unendlicligrofie. 


83 


Das Unendlickkleine and UnendlicligroBe ist einer Grnfhtitt'untj 
fahig. Man hat es namlich nie mit einer solchen GrdBe allein, son- 
dern stets mit zwei oder mehreren voneinander abhansicren zu tun: 

• O O / 

and dann kann bei irgend zweien das Unendlichklein- oder Unendlich- 
groBwerden in gleich raschem (starken) MaBe vor sick gehen oder bei 
einer von beiden rascher (starker) als bei der andern. So wird man 
bei dem Grenzubergange 

lim /{x) = 6 fiir lim x ^ a 

die Differenzen /(x) — h and x — a auf den Grad ihres TJnendlich- 
kleinwerdens vergleichen konnen. Die Graduierang soli sich auf den 
Qaotienten 

/(x) — b 

X — a 

stiitzen: hat dieser Quotient einen Grenzwert, so soli, je nachdem der- 
selbe 0, eine endliche Zahl ft oder oo ist, gesagt werden, /{x) — h 
werde in hoherem, gleichen oder niedrigeren MaBe unendlich klein 
als X — a. 

In gleicher Weise kann man, wenn 

lim /(x) == oo far lim x = oo, 

Tiber den Grad des Unendlichwerdens nach dem Verhalten des Qaotienten 

m 

X 

arteilen; hat dieser Quotient den Grenzwert 0, beziehungsweise ft oder 
oo, so erklart man, /{x) werde in niedrigerem, gleichen oder hoheren 
MaBe unendlich groB als x. 

In vielen Fallen ist es moglich, die Graduierang ziffermaBig aus- 
zadriicken. Man stiitzt sich dabei auf folgende Erwagang. Ist y eine 
unendlich klein werdende GroBe, so nimmt, sobald y einmal in das 
Gebiet der echten Briiche gekommen, y^ im Vergleich zu y umso 
rascher ab, je groBer (das positiv gedachte) w; wird y unendlich groB, 

die Strecke OB bei unaufhCrlicber Annabemng von AB an unendlich^ der 
Gegensatz in der Lage von B gegen 0 kommt im Vorzeichen des Unendlich- 
werdens znm Ansdruck. 

Beziiglich der Parallelen g selbst konnte man sick der Ansdrucksweise be- 
dienen, Pnnkt B nnd Strecke OB haben zu existieren aufgehQrt. Es bat sich 
jedoch als zweckmafiig erwiesen, zu sagen, der Punkt B sei nun im Unendlichen, 
und die Strecke OB sei (qualitatslos) unendlich, und dies ist ein Fall des eigent- 
lich oder aktual Unendlichen. 

In die Sprache der Arithmetik ubertragen, wobei man sich an die Gerade 
g als Bild des Systems der reellen Zahlen halt, heifit dies: Man fugt zu den 
reellen Zahlen eine neue Zahl oo hinzu, die ebenso qualitatslos ist wie die 
Zahl 0. So wie nun eine Variable, die sich der 0 als Grenze nahert, unendlich 
klein wird, so kann auch von einer unendlich graft werdenden Variablen gesagt 
werden, sie n^here sich der fiktiven Zahl oo als Grenze von der einen oder 
andem Seite. 
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SO wachst, sobald ij die Eiaheit iiberscliritten, umso rascber im 
Yergleich zn y, je groBer n ist. 

Sind y, Y zwei voneinander abhangige Variable; die gleichzeitig 
nnendlich kleiii; bzw. unendlicb groB werden, und hat der Quotient 

r 

yn 


einen von Null verschiedenen endlichen GrenzTrert 7i, so sagt man. 
Y werde in hezug auf y unendlicli Mein, bzw. imendlicli groji von der 
Ordnung n. Die Worte ;;in bezug auf y^^ konnen auch noch unter- 
driickt werden, wenn man y von Anfang an als Vergleichsgrofie von 
der ersten Ordming festgesetzt hat. 

Setzt man 


so bedeutet rj eine mit y, Y gleichzeitig gegen Null konvergierende 
GroBO; das Produkt 2 /”^ = s wird also in bezug auf rj von hoherer 
Ordnung unendlich Hein als 2/” 5 die typische Form einer infinitesi- 
malen Gro/ie, die in bezug auf y von der Ordnung n ist; lautet sonach: 

Y = + 6 ; (19) 


man nennt hy^ den HaupUeil, s den sekundaren Teil von Y, 

Ist 

eine zweite inflnitesimale GroBe derselben Ordnung, so konvergiert 
der Quotient 


7j + ~ 

r_^ Jcy” + e _ 

gegen die Grenze in Worten ausgedriickt: Der Quotient ziveier von 

einander ahhdngiger Infinitesimalgrd^en gleiclier Ordnung hat den Quo- 
tienten ihrer HaupUeile zur Grenze. 

Zur Illustration dienen die folgenden Seispiele. 

1. sxacc und x werden zugleich unendlich Hein, und da 45 , 6 . 

gezeigt wurde, daB lim =« 1 ist, so werden beide GroBen unend- 

a;=:0 ^ 

lich Hein von gleicher Ordnung. Sie streben im vorliegenden Falle 
der Gleichheit zu, weil die Grenze ihres Quotienten 1 ist. Wie rasch 
das vor sich geht, moge daraus entnommen werden, daB der Quotient 

schon bei 3° gleichkommt 0,9995427, und daB er bei 10' 

li^) ^ unerheblich abweichenden Wert 0,9999940 

besitzt. 
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2, Y= 1 — cos x und y^x werden gleichzeitig unendlich klein ; da 


aber nicbt \ , bingegen ^ - 


einen endlicben von Null ver- 


schiedenen Grenzwert hat, namlich y, so ist Y unendlich klein von 
zweiter Ordnung in bezug auf y. 

3. Man zeige, daB F = tg a: — sin in bezug auf y ^ x unendlich 
klein von dritter Ordnung ist. 

§ 3. Stetigkeit der Funktioneii. 

50- Der StetigkeitsbegrijQf. Von der stetigen Variablen x 
sagt man, sie durchlaufe das abgeschlossene Intervall « ^ ^ ^ stetig^ 
wenn sie jeden Wert aus diesem Intervall und jeden nur einmal an- 
nimmt. Es kann dies in zwei Richtungen, von cc oder von aus* 
gehend, geschehen; wo nichts anderes bemerkt wird, stellen wir uns 
vor, daB x sich waclisend andert. 

Wenn eine andere, dem x zugeordnete Variable y wahrend dieses 
Vorgangs auch ein abgeschlossenes Intervall {A, B) stefig durcblauft 
so heiBt y = /(x) eine in dem y* t 

Intervall Funk- 

tion, und zwar eine wachsende ^ 

Oder eine abnehmende,jenach- i ! 1 n. 

dem A^y oder A^y j _ J ] 

^ B. Das geometrische Bild 1 j j i j 

einer solchen Funktion ist ‘^"oc jc=^rp-^ X Qr~k ~^X 

ein von links nach rechts ^oa. Fig. 26 b 

aufsteigender, beziehungsweise abfallender Bogen, Fig. 26a, 26b. 

Besteht der Bereich von y aus mehreren (behebig vielen) anein- 
ander gereihten Intervallen (A^ C), (C, D), (D, E), [E, B\ welche stetig 
und in abwechselnder Richtung durchlaufen werden, wahrend x sein 
Intervall stetig durchlauft, so ist y eine aus mehreren aneinander sich 
anschlieBenden monotonen Abschnitten zusammengesetzte Funktion, 
die abwechselnd zu- und abnimmt^ ihr Bild setzt sich aus miteinander 
zusammenhangenden, abwechselnd auf- und absteigenden Bogen zu- 
sammen. 

Funktionen von der hescJiriebenen Art lezeichnet man als in dem 
algeschlossenen Intervall cc^x^p stetige oder kontimiierliche Funktionen. 

Ist y in dem nicht abgeschlossenen Intervall a <i x <C. ^ eindeutig 
definiert, und besitzt es die eben angefuhrten Eigenschaften in jedem 
Intervall, das innerJialb (a, /3) liegt, so heiBt /(x) eine in dem Inter- 
vall a<Cx <. P stetige Funktion. 

51. Satze &ber stetige Funktionen. XJm die im vorstehenden 
anschaulich entwickelte Eigenschaft der Stetigkeit arithmetisch nutz- 
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bar zu maclieii* sollen einige Folgerungen dieser Eigenschaft in Satze 
gefafit werden. 

1. Wemi die FimJction /(x) in clem Intervall («, /3) stetig ist, so 
Id^t sich zii einem beliebig Mein festgesetzten positiven € an jeder Stelle 
im Innern des Intervalh ein hinreicliend Meines x>ositives d be- 
stimmeyi der art, daji 

solange , 5 ? — a | < d. 

Der Wert /(a) gehore dem Intefrall (A, B) an, und s sei so klein 
festgesetzt, daB auch /(a) — s und /(a) + £ iFni angehoren; diesen 
letzteren entsprecben Werte von x aus (a, /3), die sicb in einer der 
Formen a — a + F oder a + h, a — li darstellen lassen, je nachdem 
A aB Oder A^ B ist; versteht man unter h die kleinere der beiden 
positiven Zablen by It', so genugt jedes d, fiir das 0 < d < bestebt, 
der obigen Forderung. 

Ist das Intervall (cc, /3) ein abgescblossenes, so gilt der Ansatz (1) 
an der Stelle a nur fiir eine rechte, an der Stelle ^ nur fur eine 
linke Umgebung. Bei einem nicht abgescblossenen Intervall sind ccy 
auszuscbliefien. 

Der Ansatz (1) ist aber gleichbedeutend mit der Aussage^): 

]im/{x) =/(a), (2j 

a? = a 

SO daB man aucb diese als Merkmal der „Stetigkeit an der Stelle 
anseben kann. 

Man nimmt vielfacb diesen Satz zum Ausgangspunkt des Stetig- 
keitsbegriflfs und erklart dann eine Funktion als stetig in dem Intefr- 
vall (cCy jS), wenn sie die Eigenscbaft (1) oder (2) in jedem Punkte 
des Intervalls besitzt, wenn also 

Hm/(a:)=/(lima;) 

so lange oder a<.x d ^ 

Sind x'y x" zwei verscbiedene Punkte aus der Umgebung (a — d, 
a + d) von a, so daB 

1/(^0 -/(«)l<s 


so folgt daraus 




1) Es sei darauf hingewiesen, daB Ans’atze wie 
lim/(®) = /-(a) 


;/ = o 

die auf den ersten Blick selbstverst§,udlicb scbeinen, Stetigkeit voraussetzen. 
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Es laBt sich also bei einer stetigen Funktion zu jeder Stelle eine hin- 
reichend enge Umgebung konstruiei'en derart, daB irgend zwei Funktions- 
werte aus dieser Umgebung sich beliebig wenig voneinander unter- 
scheiden. 

2. Eine im abgesclilossenen Intermll cc ^ ^ stetige Fimldion 
f(x) ist daselbst endlich und nimmt ivenigstens einmal einen Jdeinsten 

Wert m und einen grd/5ten Wert M an. 

Die erste Behauptung ist implizite in dem 60 . entwickelten 
Stetigkeitsbegriff enthalten, da ja zu jedem cc ^x ^ ^ ein bestim?nter, 
also ein endlicher Wert von /(x) gehoren muB. 

Sind (Aj G)j (C, D)j . . . {K, B) die Intervalle, vrelche /(x) nach- 
einander stetig durchlauft, so ist die kleinste der Zahlen A^ Bj C^,,,K,B 
das m, die groBte das M, 

Eine im nicht abgeschlossenen Intervall a<:r </3 stetige Funktion 
braucht daselbst nicbt endlich zu sein; existieren lim /{x) und lim /{x)^ 

ar=:Ot + 0 x=:^ — 0 

so ist sie endlich, und bei der Aufsuchung der auBersten Funktions- 
werte kommen diese Grenzwerte, die die Funktion innerhalb des Inter- 
valls nicht anzunehmen braucht, mit iuBetracht; es kann unter solchen 
Umstanden die Funktion statt eines kleinsten und groBten Wertes 
auch bios eine untere Qrenze g und eine obere Greme Q besitzen, die 
sie wirklich nicht erreicht. 

Den Unterschied ifeT— m, bzw. (? — p, bezeichnet man als die 
Schwankung der Funktion /(x) im Intervall (a, j3). 

Einige kleine Beispiele werden diese Ausfiihrung besser beleuchten. 

/(x) = So; — 5 fur 1 < a; ^ 2 ist eine stetige und endliche Funk- 
tion mit m == — 2 und If = 1 und mit der Schwankung Jf — m = 3. 

/(x) = 3x — 6 fiir 1 <|a; < 2 ist eine stetige und endliche Funk- 
tion mit der unteren Grenze g = — 2 und der oberen (r — 1, die 
beide nicht erreicht werden, und mit der Schwankung G — g ^ Z. 

f(x) = - fiir 0 < a: ^ 1 hat keine obere Grenze, weil lim f{x) = oo 

ist, wohl aber einen kleinsten Wert m — 1; von einer Schwankung 
kann hier nicht gesprochen werden. 

3. Wenn die Funktion /{x) in dem abgeschlossenen Intervall 

a stetig und wenn /{a) ^ Zahl g. 

0 wischen /(a) und /{P) mindestens eine Stelle | in (a, ^), an der 
/(I) = g ist 

' Ist die Funktion monoton, so ist {A, B) ihr Bereich, und da sie 
jeden Wert aus diesem Bereiche und jeden nur einmal annimmt, so 
gilt dies auch fur g. 

Besteht sie aus abwechselnd zu- und abnehmenden monotonen 
Abschnitten und sind (A, C), (U, B), , , . {K, B) die Intervalle, die sie 
der Reihe nach durchlauft, so muB g in mindestens einem derselben 
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vorkommen; denn die ABnabme, daB es aufierhalb aller Intervalle 
liege, stiinde entweder mit /(«) < (i oder mit ^ < /(j3) im Wider- 
sprucb. 

Es ist eine Folge des obigen Satzes, daB die Funktion auch jeden 
Wert zwischen m und M annimint; denn die Stellen, an welcben 
/Yir) gleich bzw. gleich M ist, geboren dem Intervall (c^, /3) an. 

Eine weitere wicbtige Folge spricbt der folgende Satz aus: 

Wem die Fimldion /{x) in dem abgeschlossenen Intervall 
sfefig ist und an semen Endmi enigegengeseM bemchnefe Werte besitst, 
so exisiiert ivenigsiens eine Stelle | in (a, an der /(^) = 0 ist. 

Da namlicb /(x) jeden Wert zwiscben /(a) und /'(/3) innerbalb 
(a, jS) mindestens einmal annimmt^ so gilt dies aucb von 0, das nun 
zwiscben /{a) und /(/3) liegt. 

4. Hat eine in dem Intervall (a, j3) stetige Funktion /(x) die 
Eigenscbaft, daB zu einem beliebig klein festgesetzten positiven s ein 
binreicbend kleines positives d bestimmt werden kann derart, daB 

\/ia;")-/(x)\<s 
solange | — rr' | < d, 

so nennt man sie gleichmd/3ig stetig in dem InteiwaU. Der Sinn dieser 
Definition ist also der, daB, wo man aucb zwei Stellen in (cc, be- 
zeicbnet, deren Abstand unter d liegt, der Unterscbied der zugeborigen 
Funktionswerte jedesmal dem Betrage nacb kleiner als s ist. 

Bei dieser Eigenscbaft muB zwiscben abgeschlossenen und nicbt 
abgeschlossenen Intervallen wohl unterscbieden werden; beziiglicb der 
ersteren gilt der wicbtige Satz: 

Eine im abgeschlossenen Intervall (a, stetige Funktion ist daselbst 
gleichmdfiig stetig. 

Es werde zunachst vorausgesetzt, die Funktion sei monoton 
wachsend und (J., B) ihr Intervall; man teile dieses in soviel (n) 

jg g . ^ ^ 

gleiche Teile, daB — ~ — = Jfc <; ~ sei. Zu den Funktionswerten 

/(k), /(a) + k, /(a) + 2^:, • • - /(a) + n-lk, /(/?) 
sollen die (gleichfalls steigend geordneten) Argumentwerte 

Xq = a, x^j x^ ... ^ = x^ 

geboren; je zwei benacbbarte bestimmen ein Intervall, und das kleinste 
unter diesen n Intervallen babe die GroBe A; dann geniigt jedes d, fiir 
das 0 <C d ^ A bestebt, der obigen Porderting. Ifimmt man namlicb 
irgend zwei Werte x, x" an, fur die x'--x^Ji, so fallen sie ent- 
weder in ein und dasselbe Intervall {x^j oder sie verteilen sicb 

auf zwei benacbbarte Intervalle x^^ (x^^ ersten Falle 

ist unmittelbar 
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im zweiten Falle hat man sowohl 


als auch 
daher wieder 


Besteht die Funktion aus mehreren monotonen Abschnitten, so 
fiihre man die beschriebene Operation fiir jeden Abschnitt gesondert 
ans; das kleinste unter den gefundenen li geniigt dann fiir den ganzen 
Yerlanf. 

In einem nicht abgeschlossenen IntervaU besteht gleichmaBige 
Stetigkeit nur dann, wenn die Funktion gegen die Enden hin be- 
stimmten Grenzen sich nahei*t. So ist die Funktion = So? — 5 
auch in dem Interval! 1 < ic < 2 gleichmaBig stetig; nicht so jedoch 

die Funktion /(x) = ~ in 0<ir^l, weil lim /(x) = cso*, hier wird 
^ + 0 

8, je mehr man sich der AnfangssteUe 0 nahert, bei gegebenem s 
immer kleiner, und es gibt kein geniigend Heines d, das durchtcegs 
entsprechen wilrde. 

52. Verschiedeue Arteu der Uustetigkeit (Biskontiunitat). 

Wenn eine Funktion f{x) in der (ein- oder beiderseitigen) Umgebung 
einer Stelle x=^ a definiert ist, die Stetigkeitsbedingung (1) aber nicht 
erfiillt, so heiBt sie an dieser Stelle imstetig oder disTcontimderlich, An 
der Stelle selbst kann die Funktion vermoge ihres analytischen Aus- 
drucks auch definiert sein, oder es versagt dieser Ausdruck hier; in 
letzterem Falle kann die Definition durch eine Festsetzung erganzt 
werden. Immer kommt es dai-auf an, das Verhalten der Funktion bei 
unbegrenzter Annaherung an die Stelle a zu priifen, zu untersuchen^ 
ob die Funktion Grenzwerte besitzt, und welcher Art diese sind. Auf 
eine Klassifikation der mannigfaltigen Moglichkeiten soU hier nicht 
eingegangen werden; es moge geniigen, einige charakteristische Falle 
vorzufiihren und durch Beispiele zu belegen. 

1. Es sei lim /(x) = lim /(x) = h eine endliche GroBe, /(a) ent- 

a? = a--0 a; = a + 0 

weder nicht definiert oder von h verschieden. Erg'anzt oder andert 
inan die Definition dahin, daB /(a) = 6 sei, so verhalt sich die Funk- 
tion an der Stelle a wie eine stetige, man spricht daher von einer 
lieiharen TJnstetigkeit. 

Die Funktion /(x) = ir cos (45, 2.) verhHt sich an der Stelle 

X 0 wie eine stetige Funktion, wenn man /(O) = 0 festsetzt; bei 
jeder andern Festsetzung ist sie wesentlich un stetig. 

Die Funktion /(x) = (w eine natiirliche Zahl) ist fur jeden 

w = oo 

Wert von x definiert, und zwar ist 1 ihr Wert, so lange a? + 0, und 
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0 fiir o; = 0. Maa hat also lim /(a:) = lim/(x) == 1, hingegen /(O) = 0, 

= — 6 ar = + 0 

Andert man die Definition dahin ab, daB /(O) ^ 1 sein solle, so ver- 
schwindet die TJnstetigkeii 

2. Es sei lim /(a;) 4= /(x) und beide endlich; ohne Rficksicht 

x — a — 0 a + 0 ' 

daranf, ob /(ci) vorhanden und wie groB es ist, besteht Unstetig- 
keit, weil sick keine Umgebung von a angeben laBt, in welcher 
— /(x') j< € ware far beliebige x', x*' und ein beliebig klein 
gewahltes £. 

Man spricht hier von einem endliclien Sprung, 

1 

X 

Die Funktion /(x) = ist fiir x^Q nicht definiert; es ist 

+ 1 

aber lim /(x) = — 1 mid lim f{x) = 1; bei tTberschreitung von 0 

ar = --u 

findet also ein Sprung von — 1 auf 1 statt, wahrend sick die Funktion 
im ubrigen stetig verkalt. 

Die Funktion /(x) = lim — {n = 1, 2, • • •) kat den Wert 0, 

n— oc 1 -j“ 

solange ^ | > 1; den Wert 1, solange [ rc | < 1 ; kingegen ist /{— 1) = 
/(!) = Y? also X wacksend die Stelle — 1 durcksekreitet, springt 


der Funktionswert von 0 auf — und unmittelbar darauf auf 1, und 

das umgekekrte findet beim Passieren der Stelle 1 statt. 

Die Funktion f(x) = x — \_x\ 
worin {x'] die algebraisck groBte in 
X entkaltene gauze Zakl bedeutet 
und deren Bild in Fig. 27 angedeutet 
ist, bietet ein Beispiel von unendlick 
vielen endlicken Spriingen dar. Aus 
dem Bilde waren eigentlick die 
Punkte in den Linien ^ = — 1 und 
2 / = 1 auszusckeiden. 1st n eine positive ganze Zakl und d ein po- 
sitive!' echter Bnick, so ist 



/{n ~ 8) n — d — {n ^ V) ^ 1 — d, 

f{n + d) = n d —n = d, 
wakrend /(n) = = 0 ist; 

S;knlick fur negative n, 

3. Wenigstens einer der Grrenzwerte lim /(x\ lim /(x) existiert 

x = a — 0 a;— a + 0 

nickt; es findet eine Unstetigkeit statt, was auck beziiglick selbst 
gelten moge. 
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Ein Beispiel hierzu bietet f(x) = sin ~ an der Stelle x dar 

(45,1.): denn lim sin — existieren nicht, weil die Funbtion, wie klein 

aucb I X 1 werden moge, niemals aufhort, zwischen — 1 und 1 zu 
scbwanben. 

4. Wenigstens einer der Grenzwerte lim /ix\ lim f ix), ist unend- 

a; = a — 0 a; = c64-0 

lick. Man nennt dann a eine TInendlichkeitsstelle der Funktion. 

Bei der Exponentialftinktion /(x) = <5 ist lim /(x) = 0, lim /(x) ^ oc : 

ar = — 0 ars=-f0 

setzt man also /(O) = 0 fest, so verhalt sick /(x) links von 0 stetig; 
wec^en des recktsseitigen Verkaltens ist aber x ==0 ein Unendlick- 

O o 

keitspunkt. 

Die Funktion /(x) = kat 0 zur Unendlickkeitsstelle^ und zwar 


ist lim /(x) = — oo, lim /(x) = oo. 

x~ — Q a5 = + 0 

Auck /(x) = \ hat die tJnendlickkeitsstelle x == 0, kier aber sind 
lim /(x) beide + oo. 

Die Funktion _f(x) = lx kat lim _/(x^ — — oo, esistiert aber links 

a!= + 0 

Ton 0 nicbt (als reelle Funktion). 

Die Funktion /(x) = tgx bat in a? = y eine UnendliobkeitssteUe, 
indem lim tg a: = oo, lim tg a: = — oo. Man priife das Verbalten 

*= 1-0 x =-}+0 

an den Stellen x=\ + njc, wo n eine (positive oder negative) ganze 

A 


Zakl bedeutet. 

Ein eigenartiges Yerkalten zei^/(x) tg 


die Stellen x 

^ I 

2 + ”'' 


sind TJnendlicbkeitspunkte und aucb a; = 0 ist ein Unstetigkeitspunkt, 
indem y^(x) in einer beliebig engen TJmgebung unendbcb oft das ganze 
Gebiet der reellen Zablen durcblauft. ^ 

63. Stetigkeit von Punktionen mehrerer Variablen. Die 
Funktion /(x,y) der unabbangigen stetigen Variablen x, y, definiert 
fiir einen abgescblossenen Bereicb P mit der Randlinie C (AO, 48), 
beiBt an der Stelle a; = a, «/ = b im Innern dieses Bereicbs stetig, wenn 
sicb zu einem bebebig kleinen positiven a ein binreicbend kleines 
positives $ bestimmen laBt derart, daB 

\Ax,y)-Aa,V)\<s, 

x — a\<S,\y — 'b\<S, (o') 

] a: — « I + 1 ^ i > 0 


solange 



92 


Der Fnnktionsbegritf. § 2. Stetigkeit der Funktionen. 


ist; mit Worten, ^enn sich zn der Stelle a b eine (quadratformige) 
Umgebung von so kleiner Ausdelmiing 2 d konstruieren laBt, da6 jeder 
Funktionswei-t aus dieser Umgebung sick von jenem an der Stelle a h 
dem Betrage nacb um weciger nnterscbeidet als s. 

Nacb den Ansfiibrungen in 48 ist diese Definition gleicbbedeutend 
mit der Erklarung des Ansatzes 

lim /{X4j) ^/{a,b), < 6) 

3e — a,y = fj 

Befindet sick der Punkt a j b auf der Randlinie C, so ist die Um- 
gebung auf jenen Teil einzusckranken, der dem Bereicke P angekort. 

Die Funktion f(x, y) keiBt stetig im BereicJie P, wenn sie den Be- 
dingungen (5) in alien Punkten von P geniigt. 

Verfolgt man eine in diesem Sinne stetige Funktion langs 
einer in P verlaufenden Linie, so verkalt sie sick als stetig; insbe- 
sondere auck dann, wenn man sie langs einer Parallelen zu einer der 
Acksen OX, OY verfolgt. Das zu 48 beigebrackte Beispiel allein 
geniigt aber, um die Umkekrbarkeit dieses Sackverhaltes auszuschlieBen: 
die Funktion /{x,y) brauckt an einer Stelle a | b nickt stetig zu sein, 
v'enn /{x,b) als Funktion von x stetig ist bei x ^ a und /{ci,y) stetig 

ist bei y^b. Die Funktion /{x^y) = in dem zitierten Bei- 

spiel ist langs jeder durck die Stelle 0 | 0 gezogenen Geraden stetig, 
weil konstant, sie ist aber nickt stetig an der genannten Stelle selbst, 
weil sie kier nickt definiert ist. 

Wicktig ist es, die gleichma^ige StetigTceit kervorzukeben, die wie 
bei Funktionen einer Yariaklen eine notwendige Folge der Stetigkeit 
im abgeschlossenen Bereick ist; sie bestekt darin, daB sick zu einem s 
ein 6 bestimmen laBt derart, daB 

solange \ x" — x' \<id, \y" — y'\<Sy (7) 

\x"—x'\ + \y"-y'i>0. 

Die Definition der punktuellen Stetigkeit einer Funktion zweier 
Yariaklen ist wortlick auf eine Funktion f(x^, ^^ 2 ? * * * ^n) nbertragbar, 
die von n Yariaklen abkangt; man wird sie in dem „Punkte“ | < 3^2 i * * ‘ I 
ikres „Definitionsbereicks" stetig nennen, wenn zu einem festge- 
setzten s ein kinreickend kleines d bestimmbar ist derart, daB 

1/(^1? ^2? ' “ ^n) fi^V ^2? ■ ’ * O I 

solange I |< d, | iTg — 1 < d, • • • 1 — a J < d, (8) 

I — ^1 ! "I" I ^2 — ^2 1 y \^n — I ^ ^ 

ist; und stetig im Bereick R^ wenn sie diese Eigensckaft in jedem 
Punkte des Bereicks aufweist. 
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IT. Abschnitt. 

Elemente der Differentialreclinung. 

§ 1. Der Differ entialquotient und das Differential. 

54, Begriff des Differentialquotienten. TJnter den Fragen, 
die sich beim Operieren mit Funktionen einstellen, ist eine der 
wicbtigsten auf die Anderungen gericbtet, welcbe die Funktion bei 
bestimmten Anderungen der Variablen erfahrt, und z’W'ar auf die 
Anderungen im groBen und kleinen; deiin sie macben das aus, was 
man den Verlauf der FunJction nennt. 

Es sind also Denkprozesse von fundamentaler Bedeutung fiir die 
Analysis, an deren Erklarung jetzt geschritten werden soil. In erster 
Linie wird dabei an Funktionen einer Variablen gedacbt werden. 

Es sei y = /(x) eine in dem Intervall eindentig definierte 
und stetige Funktion; unter x moge jetzt ein bestimmter Wert im 
Innern des IntervaUs verstanden werden. Bei dem Ubergange von x 
zu dem ebenfalls in {a, /S) liegenden Werte x + k wobei also die 
Variable die Anderung 

A X — li 

erfahrt, gebifider Wert der Funktion in f{x + erleidet 

die Anderung 

Jy = ^/(ar) =/(a; + h) —/{x). 

Je groBer bei einem festgesetzten Ax das Ay, oder je kleiner 
bei einem angenommenen Ay das zugeborige Ax ausfallt, umso 
starker, wil'd man sagen diirfen, bat sicb die Funktion bei dem be- 
scbriebenen tJbergang von der einen Stelle ibres Bereichs zu der 
andem geandert, so daB in dem Quotienten 

— Af{x) ^ f{x+ Ji) —/(x) 
jdx jdx h 

ein geeiguetes Ma/i fur die Starke dieser Anderung zu erblicken ist. 
Da Ax, Ay Biffe^'ensen zwiscben zwei Werten von x, bzw. y darstellen, 
so bezeicbnet man sie als Differefns der Variablen, bzw. Different der 
Funktion imd nennt (1) den Differenzenquotienten, gebildet an der 
Stelle X mit der Differenz Ax = h, 

Der Differenzenquotient erfordert also zu seiner Bildung zwei 
Stellen des Bereicbs; laBt man die zweite der ersten unbegrenzt sicb 
nabem, h also gegen die Grrenze 0 konvergieren, so strebt wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit von /{x) aucb der Zabler von (1) der Null 
als Grrenze zu. Man bat es also mit dem Quotienten zweier unend- 
licb kleinen GrroBen zu tun, der je nacb der Ordnung dieser GrroBen 
einer bestimmten endlicben Grenze oder der Grenze 0 oder der Grenze oo 
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fmit bestimmten V orzeichen) zustreben oder unbestimmt bleiben kann. In 
den drei erstgedachten Fallen, ‘wo ein Grenzwert (im weitesten Sinne^ 
existiert, nennt man eben diesen Grenzwert den Differentialqiwtienten, 
die Derkierte oder die AUeitung der Funktion /{x) an der Stelle x\ 
er ist ein Alaji fur die StarJce der Anderung der Fnnldion an diesey 
Stelle. 

Dieser Grnndgedanke bedarf aber nocb einer genaueren Ausfiibrung. 
Bei der Allgemeinbeit, welche wir dem Funktionsbegriff unterlegen 
miissen^ konnen selbst bei der Einsebi'ankung, die in der geforderten 
StetigJceit liegt, so mannigfacbe Erscbeinungen auftreten, da6 wir ge- 
notigt sind zu unterscheiden, ob h von recbts oder links sich der Null 
nahert. Existiert 


lim 

A=: + 0 


^fU) 

h 


} 


SO soli er als rechter Differentialquotient, und existiert 


A^+K)-f(cc) 


9 


SO soil er als linTier Differentialquotient an der Stelle x bezeichnei 
werden; existieren aber beide und stimmen sie miteinander tiberein 
so daB man sie gemeinsam unter das Symbol 


lim + 


(2: 


stellen kann, so spricbt man von einem Dififerentialquotienten scblecht- 
weg, aucb von einem vollstandigen oder eigentUchen. 

Es liegt in der Natur der Sacbe, daB es an der Stelle cc nui 
einen rechten, an der Stelle ^ nur einen linken Differentialquotienten 
geben kann. 

Bei den Funktionen, welcbe wir bier zu betrachten haben werden 
ist der Fall eines eigentlicJien und endlichen Differentialquotienten 
typiscb 5 die Falle eines bloB recbten oder bloB linken, beiderseits ver- 
schiedener, eines unendlicben und der Mchtexistenz eines Differential- 
quotienten bilden Ausnabmen. 

Wenn daber in der Folge von der Existenz eines Differential- 
quotienten oder von der Differe^imerharlceit einer Funktion an einei 
(inneren) Stelle x wird gesprocben werden, so soil darunter immei 
ein endlicber Differentialquotient von der Bildungsweise (2) gemeini 
sein. Mit diesen Festsetzungen kann man sagen: 

Der Differentialquotient einer FunMion f(x) an einer Stelle x isi 
der Grensivert, gegen den der an dieser Stelle gebildebe Differenzen- 
quotient konvergiert, wenn die Anderung h der Variatlen^ sei es durch 
positive, sei es durch negative Werte, der Grenze Null sich nalwi. 

Es ist oben bemerkt worden, daB der Differentialquotient ein 
MaB fur die Starke der Anderung der Funktion an der betreffenden 
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Stelle sei. Wie jedes MaB erfordert anch dieses eine Einheit\ diese 
ist in der Starke der Andemng der Variablen selbst gegeben. 1st 

namlich f{x) = x, so ist der Differenzenquotient also auck 

der Differentialquotient, und zwar an jeder Stelle, =1. An einer 
Stelle also, an welcher der Differenzenquotient groBer (kleiner) ist 
als 1, andert sick die Punktion starker (sckwacker) als die Variable; 
dabei kommt zunackst nur der absolute Wert des Differentialquotienten 
in Betracht. 

55. Die abgeleitete Fuuktion. Fartielle Differential- 
quotienteu. Besitzt die Punktion f{x) an jeder Stelle des Inter- 
Yalls {a, jS") einen Differentialquotienten, so keifit sie in diesem Inter- 
Yall differenzierbar. Die Werte des Differentialquotienten niit den zu- 
gekorigen Stellen konstituieren dann eine neue Punktion Yon x, die 
man als abgeleitete, det'wieHe FunMion, auck kurz als AUeifung von 
/(x), aber auck als den Differentialquotienten you /{x) benennt; zu 
ikrer Bezeicknung bedient man sick der Symbole^) 

/-(X), DJ(x) 


dx’ 


y'> 


Die analytiscke Bedeutung der neuen Punktion ist also durck 
den Ansatz 




( 3 ) 


gegeben, der Grenziibergang bei unbestimmt gelassenem x ausgefukrt. 

Im allgemeinen gehoren zu verschiedenen Werten von x auck 
Yersckiedene Werte von f\x)] nur bei einer einzigen Punktion, nam- 
lick bei der rationalen ganzen Punktion ersten Grades, die man kurz- 
Yreg als lineare FunMion bezeicknet, ist /'(x) konstant. Ist namlick 
J^(^x) = ax + b, so ist der Differenzenquotient 


folglick auck 


a(x 4“ ^0 H“ ^ + &) _ 

D^{ax + 6) = a; 


das geometriscke Bild dieser Punktion — eine Gerade — sprickt es 
ganz deutlick aus, daU die Starke der Anderung uberall die gleicke ist. 
Setzt man in der letzten Pormel a == 0, so gekt sie liber in 

DJ = 0 (4) 


1) Die drei Bezeichnungen stammen der Reike nach von G. W. Leibniz 
(in einem Manuskript von 1676), J. J- Lagrange (Tb^orie des fonctions analy- 
tiqnes, 1797) und Arbogast (Calcul des Derivations, 1800). 
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und besagt nun, dafi die Ableiimig einer I'onstanten FunUion oder kur 
einer Konstanten Full ist 

Mit a = 1 und 6 = 0 ergibt sicb die schon friiher festgestellt 
Tatsacbe 

J)^x===l, (5 

daji die Ahleitung der Tariahlen selbst gleicJi 1 ist 

Der Begrifif der Differentialquotienten, der bier ausdrucklicb fii 
•eine Funktion einer Variablen entwickelt TV’orden ist, lafit sicb durcl 
folgenden Gedankengang auf eine Funktion mebrerer Variablen iiber 
tragen: Man erteilt alien Variablen, bis auf eine, feste be 

tracbtet die Funktion als von dieser einen allein abbangig und fubrt ai 
ibr den durcb (3) angezeigten GrenzprozeB aus. Unter diesem Gesicbts 
punkte gebildete Differentialquotienten nennt man Differential 

quotienten oder Ableitungen in bezug auf die betreffende Variable 
Bei einer Funktion z f{x^ y) zweier Variablen bat man deren zwe 
zu unterscheiden und gebraucbt dafiir eines der Zeicben : 

dfM) df{x,y) ^ T) ^ T) s 

dx ’ dy ’ dx^ dy^ ^ ^ * 

Allgemein: Ist 2( = /(^i, definiei*t 

/(^i "h ' ' ^n) /(P^i T ^2 ^ • ^n ) /0> 


*den partieUen Differentialquotienten von u in bezug auf x -^ , der mit 

bezeicbnet wird. 
cx^ 

56. Phoronomische und geometrische Interpretation des 
PifTerentialquotienten. Sobald man das Gebiet der Anv^endungen 
der Analysis betritt, sind x und /{x) die MaBzablen fur irgendwelcbe 
Toneinander abbangige GroBen, und je nacb der Bedeutung dieser 
letzteren erlangt aucb der Differentialquotient eine spezielle Bedeutung. 
An dieser Stelle soUen jene zwei Fffle besprocben werden, von welcben 
die Differentiabrecbnung ibren Ausgang genommen, und die fiir zwei 
groBe Gebiete von grundlegender Bedeutung sind: fiir die Bewegungs- 
lebre (Pboronomie) und die Geometric. 

1. Es sei X die von einem bestimmten Augenblicke an gezablte 
Zeit, die ein in gerader Linie sicb bewegender Punkt gebraucbt bat, 
um den Weg f{x) zuriickzulegen; dann ist /{x + h) der in der Zeit 
X + 1i voUendete, somit f{x + A) — f(x) der in dem Zeitintervall 
(flj, iP + Ti-) zuriickgelegte Weg. Ware dieBewegung eine gleichmdiiige, 
d. b. eine solcbe, bei welcber in beliebig groBen gleicben Zeitab- 


1) Die Anwendung des d neben dem Leibnizscben d stammt von C. G. 
J Jacobi (Journal von Crelle, Bd. 22) und ist jetzt fast allgemein gebrauoblicb. 
Daneben gehen noch andere Bezeicbnungen, so z. B. fxj'y\ fx 
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sclinitten gleiche TTege zm'iickgelegt werdeii^ so stellte der Quotieni 

fix + 11) —fix) 

Ti 

die GesclnvindigTceit, d. i. den in einer von den Zeiteinheiten, in welcliei 
X nnd li ansgedriickt sind, beschriebenen Weg dar. 

Auf eine nngleichmd/3ige Bewegung lafit sicb dieser Begriff der Gre 
schTrindigkeit nicbt unmittelbar ubertragen; der angescbriebene Quotien 
bedentet nunmebr die wabrend des Zeitintervalls (x, x + 7^) auf di< 
Zeiteinbeit durcbscbnittlieb entfallende Weglange: je kiirzer das Zeit 
intervall; umso geringer die Vei’anderlicbkeit der Bewegung wabrenc 
desselben, umso naber riickt die Bedeutung des Quotienten der eine] 
Gescbwindigkeit; und nabert sicb der Quotient bei stetig gegen Iful 
abnebmendem h einer Grenze, so wird diese, 

als die im AugenUicke x lierrscJiende Gescliivindigkeit erklart. 

^Yenn also f{x) den lei geradliniger Beivegimg in der Zeit x m 
riickgelegten Weg ausdrUcJd, so hat der Biffereyitialquotient /'(x) die Be 
deutung der am Ende dieser Zeit herrschenden Geschwindigkeit 

Mit Hilfe des Bewegungsbegrifife kann dem Differentialquotientei 
eine bemerkenswerte Deutung gegeben werden. Stellt man sicb yo 
die Variable x durcblauie ibr Intervall (a, j3) gleicbmaBig, so durct 
lauft die Funktion ibren Bereicb im allgemeinen ungleicbmaBig; bi 
zu dem Zeitpunkte, in welcbem die Variable den Wert x, die Funktio 
den zugeordneten Wert /(x) angenommen, sei die Zeit t verflossei 
und in dem weiteren Zeitintervall t mogen die Werte x + h wa 

f{x + 7i) zustande kommen; dann ist ^ = c die Gescbwindigkeit, mi 
welcber x sein Intervall durcblauft, und der Grenzwert von — — 

* T 

fur lim r = 0 die Gescbwindigkeit, mit der sicb am Scbluss 

der Zeit t in seinem Bereicb bewegtj da nun 

f{x + li)^f{x) f{x + h)-f{x) 
fix + h) —fix) ^ ^ ^ ^ 

h h c 

X 

und h mit x gleicbzeitig gegen Null konvergiert, so ist der Differentia 
quotient das Verbaltnis der Gescbwindigkeiten, mit welcben x uu 
y(rr) sicb im gegebenen Augenblicke in ibren Bereicben andem. Ma 
kann somit den Satz aufstellen : Der Differential^uotie/nt einer Funktic 
/{x) an einer SteUe x ist die Geschwindigkeit^ mit der sick die Funktic 

Ozuber, H51xere Matliematik. 7 
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an dieser Sidle clndert, ivenn sick die YariaUe x gleichmdiiig mit di 
0* ir 1 clndeH^). 

2. Man betracMe x als Abszisse und /(x) = y als Ordinate eitn 
Punktes M in einem recbtwinkligen Koord 
natensystemj wabrend x das Intervall (a, f 
durcblauft, beschreibt M eine Knrve A 2 
Fig. 28. Die den Abszissen OP ^ x und 02 
== ^ + 7i entsprecbenden Punkte haben d 
Ordinaten PM == P' M == /{x + li) un 

bestimnien eine Sekante, deren Ricbtung dure 
den Winkel QMS ^(p festgelegt werden mog< 
28 . (jann ist 

+ = term. 

Konvergiert h gegen die Grrenze Null, so nahert sich M' langs d( 
Kurre dem Punkte Af, und die Grerade MS drebt sicb dabei um de 
Punkt M, Die Aussage, der DifiFerenzenquotient konvergiere dab< 
gegen eine bestimmte Grenze, ist gleicbbedeutend mit der Aussag* 
die Sekante nabere sicb einer Grenzlage; die Grenzgerade MT neni 
man die Tangemte der Kurve im Punkte M'^ wird ibre Ricbtung dure 
Angabe des Winkels QMT a beschrieben, so bat man fiir diese 

U„/&±toW_tg«. 

A=0 " 

1st also y = /(x) die auf ein recMwinTdiges Koordinatensysteni b 
0 ogene Glekhiwg einer Kurve, so hat der zu einer Stelle x gehorit 
Differentialquotient /'{x) die Bedeutiing der trigonometrischen Tangen 
jenes WmJcels, de^z die Tangente der Kurve in dem zur Abszisse x g 
horigen PunJete mit der positiven RicMung der Abszissenachse einschlie/it^ 

Die Existenz eines eigentlicben Differentialquotienten an der Stel 
X, Oder, was dasselbe besagt, die tJbereinstimmung des reebten un 
linken Differentialquotienten bat die geometrisebe Bedeutung, daB sic 
Sekanten, welcbe die Kurve reebts von M sebneiden, derselben Gren 

1) Von Betracbtnngen dieser Art ist J. Newton bei der Begrundnng d 
infinitesimalxechming (eiste PublizieningieS? in den Frincipia matTiematica pMlos 
pTiiae naturalis) ansgegangen; an die Yorstellnng des VerflieBens der Zeit a 
kniipfend nannte er die Variablen Fluenten nnd die iLnderungsgescbwindigkeit( 
Fluxiomn, die Infinitesimaliecbming FluxionskaTkiil. Newtons Bezeiebnung fi 

y 

den Differentialquotienten von y = f{x) ist nnd erkl^rt sicb ans obiger Da 

sc 

legong. 

2) Das Problem der Tangentenbestimmnng einer ebenen Enrve bildete b 
Leibniz den Ansgangspnnkt for die Erfindnng der Differentialrecbnnng (ers 
Pubbzierung 1684 in den Leipziger Acta eruditorwn)^ der er aucb den Nani( 
gegeben. 
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lage Bahern wie die links Ton M schneidenden, da6 also die Em-re 
im Pnnkte M nur eine Tangente besitzt. 

Auf die eben ansgefiibrte Betracbtung giiindet sich die Aussage, 
eine Tangente babe mit der Kurve zwei vereinigt liegende Punbte 
gemein, die znsammen den Seruhnmgspunld ansmacben. 

57. Stetigkeit uud DifTerenzierbarkeit. Beispiele besou- 
derer Falle. Die Existenz eines endlicben Differentialquotienten an 
einer Stelle x setzt Stetigkeit der Funktion in der Dmgebmig dieser 
Stelle Yoraus-, denn, soli der Differenzenquotient (1) bei gegen Null 
konyergierendem Nenner einer bestimmten endlicben Grenze (oder der 
Grenze 0) sicb nabern, so umfi ancb sein Zabler gegen Null abnebmen; 
das aber erfordert die Stetigkeit der Funktion. Umgekebrt folgt aus 
der Existenz eines endlicben Differentialquotienten die Stetigkeit der 
Funktion an der betreffenden Stelle. 

DaB aber die Stetigkeit keine zureicbende Bediiigung fiir das 
Vorbandensein eines Differentialquotienten iiberbaupt ist und auch 
nicbt bindem kann, daB der reebte und linke Differentialquotient ver- 
scbieden ausfallen, wird aus den folgenden Beispielen bervorgeben, die 
im Grunde genommen recbt einfacb definierte Funktionen betreffen. 
Durcb Heranziebung komplizierterer analytiscber Hilfsmittel ist es ge- 
lungen, Funktionen zu konstruieren, die trotz Stetigkeit an unzahlig 
vielen, ja selbst an alien Stellen eines Differentialquotienten entbebren 
und daber aucb die Moglicbkeit einer geometriscben Darstellung aus- 
scblieBen. Indessen geniige bier die bloBe Anfubrung der Tatsacbe, 
da derlei Funktionen docb nur rein tbeoretiscbes Interesse besitzen.^) 

1. Ist /{x) = — — Y? solange x^O und /(O) == 0, so ist die so 


definierte Funktion an der Stelle x^O stetig und ibr Differenzen- 
quotient daselbst: 


m-m _ 

h 


1 3 


da nun 


lim- 


l + e 


und 


1 + e^ 
lim - 

/t = + 0 




l + e* 


so sind linker und reebter Differentialquotient verscbieden. An dem 
Bilde der Funktion auBert es sicb derart^ daB im Ursprung, durcb 
den die Kurve vermoge der Definition von /{x) gebt, nicbt eine, 
sondern zwei Tangenten existieren, oder daB dort die Tangente eine 


1) Literaturangaben nber solcb besondere Fmiktioneii findet man in E. Pascals 
Repertorinm der hOberen Matbematik, deutscb von A. Scbepp, I. T., 1900, 
S. 110—111. 
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plotzliclie Richtimgsanderung erfahrt, die Kurve selbst eine Eck 
aufweist. 

2. Es sei fix) -= x arc tg--, solange a’ + 0, und /(O) = 0. De 
Differenzenquotient an der Stelle a; = 0: 


= arctg ~ 
h ® h 


konvergiert bei lim == + 0 gegen bei lim A = — 0 gegen — ^ 

/(x) zeigt also bei a? = 0 ein analoges Verhalten wie im vorigen Fall( 

3. Die in 52 , 2. eingefiilirte Funktion /{x) ^ x — [a?] hat, wi 
ibr Bild, Fig. 29, zeigt, im aUgenieinm den Differentialquotienten 1 
ausgenommen sind aber die ganzzahligen Stellen; an diesen existier 
wenn sie positiv sind, nur der recKte, wenn sie negativ sind, nur d^ 
linke Differentialqnotient; an der Stelle 0 ist ein eigentlicher Dififi 
rentialqnotient vorhanden. Wollte man an einer positiven ganzzablige 
Stelle den linken Differentialquotienten bilden, so ergabe sicb — c 
als Grenze eines Quotienten, dessen Zabler der 1, dessen negativ< 
Nenner der 0 als Grenze zustrebt. Das Unendlichwerden des Diff 
rentialquotienten kann also ein Zeicben fiir die Unstetigkeit der FunJ 
tion an der betreffenden Stelle sein. 




4. Ein interessantes Verbalten zeigt die Funktion f{x) ^ x\^ 
worin — die algebraiscb groBte in — entbaltene ganze Zabl b 

L a? j X 

deutet.^) Be'^egt sicb x zwiseben — ^ und so liegt — zwischc 

n und w + I5 bi diesem Intervall ist also und /(x) = nx, /{\ 

also durcb ein Stuck einer Geraden dargestellt, dessen Endpunkte d 
Koordinaten “ 7 “ — /l baben; somit bestebt zwiscben d( 

Koordinaten x | y des ersten Punktes die von n una 
bangige Beziebung x + y ^1, Sobald rr > 1 wird, blei 

fix') == 0, weil dann = 0. Abnlicb fiir negative 

Fig. 29 zeigt das Bild fiir positive x und deutet sei 
Eonstruktion an. Die Punkte in der Geraden y = 1 ^ 
boren streng genommen nicbt zum Bilde; der Punkt 
aber ist ibm zuzuzablen, wiewobl es geometriscb unmogb 
ist, ibn zu erreieben; in diesem Punkte ist die BMnkti 
iibrigens stetig. Es gibt wieder unendlicb vii 
Stellen, an denen wegen Unstetigkeit nur ( 
einseitiger Differentialquotient vorbanden i 




Pig. 29. 




1) E. Cesaro, Lekrbucli der algebraisclien Analysis usw., deutsch t 
G. Ko wale w ski, Leipzig 1904, S. 223. 
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5. Die in 45, 2. eingefalirte und 52, 1. neuerdings betraclatete 
Fimktion 

fix) = ^ cos-^ bei a; =*= 0, /TO > == 0 
ist an der Stelle x = 0 stetig und hat hier den Diflerenzenquotienten 

h h ’ 


der mit lim h = 0 keiner bestimmten Grenze sich nahert, sondem un 
aufhorlich zwischen — 1 und 1 schwankt. Geometrisch bedeutet dies 
da6 die aus dem IJrsprung auslaufende Sekante, indem der zweite 
Punkt immer naher an den ersten heranriickt, keiner bestimmter 
Grenzlage zustrebt, sondern fortwahrend zwischen zwei Lagen pendeh 
(ygl. Fig. 19). 


58. BegrifT des DifTerentials. 

Gleichung 

lim /(?■+■ -/(g) = 


Der begriffliche Inhalt dei 


durch die der Differentialquotient an der Stelle x definiert Tvird, is 
der, daB die Differenz 


/(x + ?i) —f {x) 
h 


-/'(*) 


durch entsprechende Einschrankung von h unter einen beliebig kleinei 
Betrag gebracht werden kann; bezeichnet man sie mit s, so ist hier 
nach € eine mit Ji zugleich unendlich klein werdende GroBe und 

fix + Ji) — /(x) = h/\x) + eh 

Oder in andem, friiher eingeftihrten Zeichen geschrieben; 

^ /(p^) ^ /'{oo)Jx + s^x. (7 

Von den beiden Teilen der rechten Seite wird der zweite unendlid 
klein von hoherer Ordnung als der erste, sobald f'(x) einen bestimmter 
von Null verschiedenen Wert hat, weil 

lim = lim = 0; 

jx=of / (^) 

das erste Glied steUt also den Hauptteil der imderung ^/{x) da 
und wurde von Leibniz unter dem Namen Differential der Funktio 
mit dem Zeichen d/{x) eingefiihrt. Damach ist zunachst 

d/(x) ^/'{x)Jx] (8 

wendet man diese Pormel auf die Funktion /(x) = ir an, so folgt 

dx = ^Xy (9 

so daB bei dieser speziellen Funktion die Begriffe „Di£Ferenz" un 
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jjDifferential*^^ sich decken, wie ja fiir sie auch Differenzen- und Diffe- 
rentialquotient ubereinstimmen; nach dieser Bemerkung kann also 

df{x) = /\x) dx (10) 

gescbrieben werden. 

Formell isb also das Differential d /(x) einer FimUion das FroduU 
aus ihrem Differeniialqiiotienten mit dem Differential der Variahlm-^ 
legrifflicli stellt es eine Grojie dar, deren Unterschied gegen die Ande- 
rimg A/{x) der FunMion durch gehbrige EinscJirdnJcimg von dx im 
Yerlidltnis zur letzteren Qrb^e dem Betrage nach heliebig Jclein gemaclit 
tverden kann, indem zufolge (1), (8) and (9) 

lim = 0. 


Die aus der Definitionsgleichung (10) gezogene Folgerung 


/’(x) = 


df(x) 

dx 


bat nur die Bedeutung, es sei /'(x) der Grenzwert von bei 

unendbcher Abnahme von Ax. Auf ihr berubt der Name „Differen- 
tialquotient^^ (Quotient aus dem Differential der Funktion durcb das 
Differential der Variablen) xmd die von Leibniz dafiir eingefubrte 

Bezeicbnung 

Aus der Grleicbung (10) erklart sicb aucb die von Lacroix^) 
fiir den Differentialquotienten eingefiihrte Benennung ,,Differential- 
koeffizient^^ (Koefidzient des Differentials dx), der heute nocb in engli- 
scben Schriffcen iiblicb ist. 

Die Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion und 
ibres Differentials laufen biemacb im Wesen auf dasselbe binaus; die 
primare Operation ist die Bestimmung des Differentialquotienten, man 
bezeicbnet sie vorzugsweise als Differentiation, Wenn man trotzdem 
die Differentials neben den Differentialquotienten weiterfiibrt, so liegt 
der Grund darin, daB bei den Anwendungen auf Geometrie, Mecbanik u. a. 
baufig die Aufstellung einer Relation zwiscben den Anderungen mebrerer 
Funktionen einer Variablen den Ausgangspunkt bildet; ersetzt man 
die Anderungen durcb die Differentials, so kommt man zu einer Re- 
lation, die, wie man sagt, ,,fur den Grenzzustand^' ricbtig ist; analytiscb 
beiBt dies, daB sie ricbtig wird, nacbdem man sie durcb das Differential 
der unabbangigen Variablen dividiert bat und zur Grenze uberge- 
gangen ist. 

In den beiden Fallen von 66 bat das Differential folgende Be- 
deutung* 


1) Traite du Calcul diff^rentiel et dn Calcnl integral, L Band, (1810), p. 240. 
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1st fix) der in der Zeit x zuriickgelegte Weg, also /'(x) die am 
Ende dieser Zeit kerrscliende Geschwindigkeit, so stellt das Differential 
d/(x^ = f'{x)dx den in dem Zeitinterrall {x. x + dx) beschriebenen 
Weg umso genauer dar, je kieiner dx, und man kann dx so klein 
TTablen; da6 der Unterschied zwischen dem wirklich zuriickgelegten 
Weg ^/(x) und diesem d /{x) im Verbaltnis zu dx beliebig klein wird. 

Wird /{x) in den Ordinaten einer Kurve zur Darstellung ge- 
bracbt, so ist d/{x) == /\x)dx = dx ig a QR (Fig. 28) die Ande- 
rung, welcbe die Ordinate der Tangente bei dem tTbergange Ton x zu 
X + dx erfahrt; dies unterscbeidet sicb yon der Amdemug der Ordi- 
nate der Kurve, von ^/(x) = umso weniger, je kieiner dx, und 

'wiederum kann dx so eingescbrankt werden, dafi das Verbaltnis 

dem Betrage naeb beliebig klein wird. 

dx MQ ^ ° 

§ 2. Allgemeine Satze fiber Differentiation. 

59. Ableitung einer Summe. Sind /{x),g(x) zwei in dem 
Intervall (a, /?) stetige und differenzierbare Funktionen, so bat aucb 
deren Summe + 9(x) einen Differentialquotienten; denn der Diffe- 
renzenquotient 

/{x + Ji) + g(x + 7i) — {/(x) + g{x)} f{x + h)--f(x) g (x + h) g (x) 

% ~~~ h h 

konvergiert unter den obigen Yoraussetzungen mit gegen NuU ab- 
nebmendem Ji gegen eine bestimmte Grenze: 

-D[/(a^) + 9 {^)] = ^/(^) + (1) 

Die Formel kann leicbt auf Summen aus einer beliebigen endlicben 
Anzabl von Summanden ausgedebnt werden^ sie spricbt den Satz aus: 
Die Ahleitung einer Summe honimt gleicli der Summe der JJbleitimgen 
der einzelnen Summanden. 

Ist die Funktion g{x) konstant = c, so ist ibr Differentialquotient 
Null, Formel (1) gibtjdann 

-D[/(*) + cl = I>/(®)- (2) 

Hiernach. verselucindet ein komtanter Summand beim Differenzieren, 
mit andem Worten: Zwei Fimktioneii, die sieh niir um eine additive 
Konstante voneinander unterscheiden, Jidben gleiche Ableitungen. 

60. Ableituug eiues Produktes. Sind die Fnnktionen 
u=/(x), v = g(x) in einem Intervall stetig nnd differenzierbar, so 
gilt dies aueb von ibrern Produkt.^) Der auf dieses bezugliebe Diffe- 
renzenqnotient lafit folgende TJmformnng zu: 


1) Den Nachweis der Stetigkeit iiberlassen wir dem Leser. 



104 Elemente der Differentialrecbnung. §2. AUgemeine SUtze iiber DifiPerentiation. 


f{x -f- )\)gix + 7?) — 

li 

— + ^0 ~-/(^)^(^ + ^0 +/(^)^(^ + — / (^) ff (^) 

““ /2 

+ ;,) + 

und konyergiert bei gegen JfuU abnebmendem h auf Grund der ge- 
macbten Voraussetzungen gegen 

D{iiv) = uv + uv\ (3) 

Kommt zViUV nocb ein dritter von x abbangiger Faktor tv binzu, 
der dieselben Eigenscbaften besitzt wie u nnd v, so ist zunacbst 
D{(tiv)tv} = wD(iiv) + uviv\ 
daber nacb Beniitzung von (3): 

B{iiviv) = uvw + uv w + uvw\ (4) 

Die Formel laBt sicb auf dem angedeuteten Wege auf jede end- 
licbe Anzabl von Paktoren ausdebnen, so dafi man allgemein sagen 
kann: JDie Aileitung eines JProduJctes von n JFunJcUonen einer Variailen 
tcird gehildet, indem man je einen FaUor des ProduMes durch seine 
Aileitung ersetd und die so gehildeten n Prodiikte m einer Summe ver-* 
einigt. 

Ist in (3) einer der Paktoren konstant, etwa v ^ c, so ist v = 0, 
folgbcb 

jD(cu) = cu'. ( 5 ) 

Hiernacb gelit ein 'konstantet' Faktor unverdndert als Faktor in die 
Aileitung iiber, 

Wird die Formel (4) auf n Funktionen • ■ • /^{x) aus- 

gedebnt und sodann durcb deren Produkt dividiert^), so ergibt sicb 
die Formel: 


_ fi{x) f,{x) /» . 

/i (*)/.(*) ■ ■ •/„(*) /t(*) /*(*) f„{x) 5 W 

aus ibr folgt weiter, wenn alle Paktoren ein und dieselbe Funktion 
/{x) bedeuteU; der Ansatz; 


woraus sicb ergibt: 


fixf m ’ 


•0 L/ (»)"] = n /(a?)” “ y' («). 

Fur /{x) = X liafc man also 


Daf— 


(7) 

( 8 ) 


1) Was mix fur solcbe Werte von x gescbeben darf, fiir die keiner der 
Faktoren verscb-windet. 
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Hierdiircli erscheint die Ableitung der JPoienz hestimmt, nacli dem Gauge 
der Herleitimg vorlaufig nur fiir einen positiven ganzen Esponenten. 

61 . Ableitung eines Quotienten. Der Quotient zweier in 
einem Intervall stetigen und differenzierbaren Funktionen u = /(x)^ 
y = g(x) ist daselbst ebenfalls stetig und differenzierbar^ sofem der 
Nenner v an keiner Stelle des Intervalls verschwindet. Pindet letzteres 
ein Oder mebreremale statt, so tort der Quotient an solcben Stellen 
auf, definiert und im allgemeinen auch stetig zu sein; es gelten daher 
die nachfolgenden Formeln mit AusschluB solcber singularen Stellen. 
Transfonniert man den Differenzenquotienten wie folgt; 

_ /{xj 

g{x-^h) g{x) 
h 

^ /(a? -\-}i)g (x) —fix) g{x + h) 
hg(x) g{x4~h) 

n=i±3^^=mg(x)-f{x) 

so fiihrt der Grenziibergaiig lim 7i = 0 zu der Regel: • 

‘ __ uv — uv* 

V v'^ 

Es ist also die AUeiiung eines Bruclies gleich dem ProduU des Nenners 
mit der Ableitung des ZahlerSy vermindert um das ProduU des Zdhlers 
mit der Alleitung des Nenners, die Differenz dividiert durcli das 
Quadrat des Nenners. 

Man batte zu dieser Kegel aucb von der Identitat 


V 


ausgeliend gelangen konnen^ denn aus ibr folgt nacb der Produktregel 


f -T-v / ^ \ t 'U/ f 


woraus sich far D "wieder der frahere Ausdruck ergibt. 

Eine erbeblicbe Vereinfacbung, die man sicb oft zunutze macben 
kann, erfabrt die Formel (9), wenn der Zabler konstant, u = c ist; 
alsdann bat man 



( 10 ) 


*Setzt man bier c = 1 und v ^ mit positivem ganzen Exponen- 
ten, so ergibt sicb unter Benutzung von (8): 


nx 


,w— 1 


«2n 


== — nx' 


-n — 1 




( 11 ) 
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, wodurct die Giltigkeit der Regel (8) aucli fiir game negative Exponen- 
ten erwiesen ist. 

62 . Ableitungen inverser Funktiouen. Ist {A, B) das Wert- 
gebiet einer in dem Intervall monotonen stetigen Punktion 

g =/(x), so gebort zu jedem Werte y aus (J., B) ein und nur ein 
Wert X aus (a, so daB zugleicb x als Punktion Ton y bestinamt 
ist: x^cp{y), und zwar ebenfalls als monotone stetige Punktion. 
Wie scbon in 43, 2. erklart worden, beiBen derart bestimmte Punk- 
tionen inverse Funktionenj nun soU die einfacbe Beziebung aufgezeigt 
werden, die zwiscben ibren Ableitungen bestebt. 

Sind namlicb x, y und ebenso x + Ax, y + Jy zusammen- 
geborige Werte, so ist ^ der Dififerenzenquotient von /{x), ^ 

der Differenzenquotient von <p(y)] beide Differenzenquotienten steben 
im Verbaltnis der Reziprozitat zueinander und bleiben es, wie klein 
auch Ax und Ay werden mogen; folglicb sind aucb ibre Grenz- 
werte, falls solcbe vorbanden und bestimmte von Null verscbiedene 
Werte sind, also die Differentialquotienten von /(x) und (p{y\ rezi- 
prok, d. b. 

( 12 ) 

Die Ableitungen meier inversen Funhtionm sind also fur jedes Boar 
^usammengelwriger Werte der Variablen x, y reziproh 

Konvergiert ^ gegen die Grenze Null, so hat gleichzeitig ^ 

den Grenzwert cx3 und umgekehrt; ist also an einer SteUe D^/Cx) = 0 
so hat <p(y) an der entsprechenden Steile eine unendliche Ableituno^ 
und umgekebrt. ° 

Die Ergebnisse erlangen anschauliehe Bedeutung, wenn man 
y =/(«) als Gleichung einer Kurre, Fig. 30, auffaBt; die Kurve ist 
Y auch durch die Gleichung x — (p (j/) dargestellt 

und der Unterschied beider Darstellungen liegt 
ij, lediglich darin, daB das erstemal x, das zweite- 
/ mal als unabhangige Variable aufgefaBt wird. 

Die Ableitung B^f lx) bestimmt die trigono- 
_ metrische Tangente des Winkels a, den die 
— Tangente MT mit der positiven Richtung der 
Abszissenachse bildet, die trigonome- 

trische Tangente des Winkels I, den dieselbe Tan- 
gente mit der positiTen Richtung der Ordinatenachse einschlieBt, und 

da a -j- & = , so ist tg a tg 6 = 1 ; dies also ist der geometrische In- 

halt der Pormel (12). Wird in einem Punkte, etwa E, D f(x) = 0, 
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so ist dort die Tangente parallel der Abszissenachse, also normal ziir 
Ordinatenachse, folglich D(p(y) = cx) an dieser Steile. 

1 

Wendet man die Formel (12) auf den Fall y ^ . x^%f^ an, 


wo nnter m eine positive ganze Zahl, unter der positive reeUe 
Wert von verstanden wird, nnd x auf positive Werte besckrankt 
bleiben muB, wemi m eine gerade Zahl bedeutet, so findet sich mit Be- 
nutzung von (8) : 

1 


woraus 



1 






1 


und tragt man weiter in die Formel (7) ^ x'^ ein, so kommt 

n n — 1 


JDx’^^nx ' = 

m m ’ 


(13) 


dadorch. ist die Griltigkeit der Formel (8) auch ftir positive gebrochene 
Exponenten dargetan. Wird sclilieBlicli in der Formel (10) c = 1 

n 

und V = x”^ gesetzt, so gibt sie mit Beachtung von (13): 


ft 

Dx^ 


n 

m 



2» 


X 


m 


n 

m 



(14) 


wodurck Formel (8) auch. auf negative gebrochene Exponenten erweitert 
erscheint. Sie gilt also fiir jeden rationalen Exponenten. 

63. Ableitimg zusammengesetzter Funktionen. Es sei 

u^(p(x) eine eindeutige stetige Fuuktion von x, y^/(^<) eine 
eindeutige stetige Funktion von so ist mittelbar y auch eine ein- 
deutige stetige Funktion von xiy ^ nennt in solchem 
Falle y eine msammengesetzte FunMion von x oder auch eim Funk- 
tion von einer FmiMion von x, 

Ein hestimmter Wert von x hat einen bestimmten Wert von u 
und dieser einen bestimmten Wert von y zur Folge, und besitzt (fix) 
an der Steile x und /{u) an der Steile u eine Ableitung, so hat auch 
/[(p(xy] an der Steile x eine Ableitung. Greht jnan namlich von x 
zxi X + zJx liber, so erfahren auch u, y gewisse Anderungen jdu, ^y, 
die wegen der vorausgesetzten Stetigkeit mit ^x zugleich gegen Xull 
konvergieren, und es ist 
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^ der DifferenzeB quotient yon u in bezug auf x, 

•^y A, 

^ ?? V 'V ?? 

j; jj ;? i' ?? ? 

zwischen diesen drei Differenzenquotienten bestebt aber die Beziebung: 

Ay Ay An 

Ax Au Ax 

und bleibt in Greltung, wie blein aucb Alx werden moge; somit be- 
stebt aucb zwiscben den Grenzwerten die Relation: 

D:,y=I>^yD^u. (15) 

Ware v (p(v)y y ^ V ^-^so durch zweifacbe Ver- 

mittlung eine Funktion von x, so ergabe sicb durcb abnlicbe Scbliisse 

D^y = D^y D^u D^v . (16) 

Urn also eine VarmUe y^ die durch mehrfache eindeutige Vermitflung 
von Uj Vj iVf ' ‘ • 3 mit der Variailen x misammenhdngi, nacli dieser 
letzteren zu differemierm, hilde man der Eeihe nacJi die Ahleitungen von 
y nach ti, voiri nach v^ vcm v nach ««;,••• schlie/ilicli von z nach x^. 
die sdmtlich dls vorhanden vorausgesetzt %v&fden; dann ist die AUeitung 
von y nach x gleich dem Frodukte aller dieser Ahleitungen. 

Die Formel (7) erweist sicb als ein besonderer Fall der Formel 
(15), wenn man bier n = f{co), y = setzt. 

Nimmt man in (15) u = atp + b, y ^ u^, wo nun jede rationale 
Zahl bedeuten kann, so ergibt sicb: 

D{ax + 6)”= na{ax + 6)”"*^. 

§ 3. Differentiation der elementaren Fnnktionen. 

64, Die Foteuz. Im Verlaufe des letzten Paragrapben wurde 
fiir die Differentiation der Potenz ^ die fiir jeden rationalen 
Exponenten giltige Formel: 

( 1 ) 

abgeleitet. Bei negativem n ist der Wert a; = 0 als Unstetigkeits- 
punkt auszuschlieBen. 

Diese Formel in Verbindung mit den Satzen des vorigen Para- 
grapben setzt uns in den Stand, alle expliziten algebraiscben Funk- 
tionen zu differenzieren. 

1. Fur die ganze Funktion 

y = a^x^A a^x^-^ + • • • + a^_^x + a^ 
bat man unmittelbar ( 59 , (1), (2); 60 , (5)) 

By = naf^x^-'^ + (n — -| h ^„-r, 
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es ist hiernach die Ableitung einer ganzen Funktion eine ebensolche 
FuBktion von nacbst niedrigerem Gi’ade. 

2. Die gebrochene Funktion 

= 0 ^ 0 ^""+ + h ttn ^ ^ 

laBt Differentiation zu an alien Stellen, an welcben der Xenner nicht 
yerscbwindet, und zwar ist dann ( 61 , (9)) 

, N{naQX^~^ -f. . . . + 5^_i) 


So besitzt beispielsweise y = an jeder Stelle eine Ab- 

leitung, weil der Xenner fur keinen reellen Wert von x verscbwindet, 
und zwar ist 

, _ 8x^ 

y ~ (a:‘+ 1)= ’ 

hingegen wird y = unstetig an den Stellen — l und r = 1, 

fiir welcbe die Definition ibre Geltung verliert; so lange jedocb 
ir< — 1, — l<a;<l und 1 < r ist, bat man 

y {x^—iy-' 

3. Die Differentiation einer Wurzel aus einer rationalen Funktion er- 
ledigt sicb durcb Verbindimg von 63 , (15) mit den vorangebenden 

Fallen. Ist z, B. ^ == ^ ^ ^ ? so beacbte man zunacbst, daB x auf 

ic® 1 

das Inter vail 1 < ri; < oo bescbrankt werden muB; setzt man ? 

so ist 

-n 1 -T ^ T\ x^+hx^ + ^x 

-P.n-- p- ip-. 


folslicb 


l-i/x^ — 1 x‘^ %x~ X 

i>.y = - yK TO — (TOTO* 


2 V x^ + 1 {x^ — ir 

65. Der Logarithmus, Der von der Funktion ^ = log 3 a;, 
wo a > 0 und a? > 0 vorauszusetzen ist, gebildete Differenzenquotient 
lautet: 

setzt man darin ” = ^ > so voUfubrt s zugleicb mit Ji den Grenz- 
ubergang zur Null; somit ist 


D log„ a; = — log^ lim (1 + s) ‘ 

^ Lf=:0 



110 Elemente der Ditferentialrechnung. § 3. Differentiation der elem. Funktion. 


Der hier auftretende Grenzwert hat in 47 den Gegenstand einer 
besonderen Untersuchung gebildet, und es ist doid: unter (14) die 
Zahl e fiir ihn gefunden worden. Man hat also endgiltig 

= ( 2 ; 


Bei dem Anlasse ist auch schon erwahnt worden, da6 das 
Logarithmensystem mit der Basis e das natiirliclie genannt wird; jetzt 
sei hinzugefiigt, daB dieses System in der reinen Analysis das allein 
gebrauchliche ist, wahrend sich das praktische Rechnen des gememen 
Logarithmensystems mit der Basis 10 bedient. 

Aus dem Ansatze 


folgt, wenn man ihn im natiirlichen System logarithmiert, 


lx = log^a; • la ; 


auf X ^ e angewendet gibt dies jl ='log^e • la, 
so daB statt (2) auch 


-Dlog„ 



woraus 


(A) 

( 2 =^) 


geschrieben werden kann. 

Die Gleichung (A) drtickt den Zusammenhang zwischen den 
natiirlichen Logarithmen und den Logarithmen irgend eines kiinst- 
Hchen Systems aus; auf das gemeine System angewendet fiihrt sie 
zu den Gleichungen: 


— ZIO • logic, 


logic = 


1 
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lx. 


(B) 


Die Zahl M = = 0’434294481 903 • • durch welche die natiir- 

lichen Logarithmen in gemeine ubergefuhrt werden, nennt man den Modul 
des gemeinen, ihren reziproken Wert ™ = Z 10 =* 2*302 585 092 994 • - • , 

der das entgegengesetzte leistet, den Modul des natiirlichen Systems. 
Durch die Wahl a ^ e geht die Formel (2*) iiber in 

( 8 ) 

eine Formel, die durch ihre Einfachheit diese Wahl der Basis recht- 
fertigt. 

Die Formel (3) in Verbindung mit 63 gestattet, die Ableitung 
des Logarithmus einer jeden expliziten algebraischen Funktion zu 
bestimmen. Ist z. B. 

j/ = Z(a;+yi + a:®), 

so setze man x + y 1 + x^==^ u und hat nun * 
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folglich 


I),u = 1 + ^ 




Hat man weiter den Differentialquotienten Ton 

zu bildeii; einer Funktion, welcbe liir alle Werte von x mit AusschluB 
von —1 nnd 1 definiert ist, so setze man u = als- 

dann ist 


mithin 


^ 1 — a; 1 1 

■^xV 1 /I __ 1 _ 


{i — xY 


1 + ic (1 — xY 1 — iC“ 

Sind 2/i; 2 / 2 ? ' ' ' Vn Fnnktionen von a?, deren keine an der be- 
trachteten SteUe x Null ist, so ist aucb y = yiy^ ' " Vn und 

ly =-lyj^+ly2-\ r lyn ; 

durcb Differentiation dieser Gleichung ergibt sicb 

y 2 /i , 2/2 


^ _ Ai + Al. + . 

y 2/i 2/2 


4-1”. 

^ y. ’ 


die rechte Seite wird die logarithmische AlleiUmg des Prodtilis y ge- 
nannt; ibre Multiplikation mit y fuhrt zum Differentialquotienten des 
Produkts selbst (60, (6)). 

66. Die Expouentialfiiuktion. Die in 39, 11, 5. entwickelte 
Definition der Exponentialfunktion y ^ setzt a > 0 voraus; aus 
ibr folgt durcb Umkebrung x^log^y, Dem Satze in 62 zufolge 
ist also 

D^a*Z)ylog„2/ = 1 

und mit Benutzung von (2*) folgt daraus 

Da^=aHa, (4) 

Insbesondere bat man fur die Exponentialfunktion ^ === e*, die 
in 47 unter dem Namen der nattirlicben Potenz eingefubrt worden ist^ 

(5) 

Die naturlicJie Potent ist die einmge FunMon, die sich leim JDifferm- 
sieren unverdndert reproduMert. 

Ist der Exponent einer Exponentialfunktion eine explizite alge- 
braiscbe Punktion von x, so kann die Differentiation auf Grund des 


Satzes 63 ausgefiibrt werden. Ist z. B. «/ = e® so gilt bei Aus- 
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sckluB der Stelle x == a 


Walirend bei der Potenz der Exponent^ bei der Exponential- 
funktion die Basis konstant ist, kdnnte es ais wesentliclie Erweiterung 
4es Potenzbegriffs erscheinen, wenn man Basis und Exponenten als 
yariabel Toraussetzt. Sind aber Uj v Funktionen von x und y == 
(Voraussetzung: 2 ^ > 0), so kann dafiir y ^ gesckrieben, also die 
Exponentialform hergestellt werden; von dieser aus aber ergibt sich 

y = (v'lti + = u^{v'hi + • 

In dem einfachsten Falle x, v == x kat man 

Dcf== of (lx + 1 )* 

67. Die trigonometrischen Fuxiktionen. In 43, 4. ist die 

Periodmtdt als eine wesentlicke Eigenschaft der trigonometrisclien 
Funktionen hervorgehoben worden. Da nun periodiscbe Funktionen 
an Stellen, die sick um ein Vielfackes der Periode untersckeiden,' in 
alien Belangen gleickes Verkalten zeigen, so weisen sie daselbst aucb 
gleicke Ableitungen auf; das keifit aber nichts anderes als, daB die 
Ableitungen der trigonometrischen Funktionen selbst wieder periodiscbe 
Funktionen mit der gleicken Periode sind. 

Wegen der Beziekungen, die zwiscken den trigonometriscken 
Funktionen eines Bogens besteken, lassen sick aus der Ableitung einei 
von iknen die Ableitungen aller andern gewinnen. Wir waklen als 
Ausgangspunkt 

y = sinrc. 

Der Differenzenquotient 

. . , . 2cos(rc + — sin™ , sin— * 

sm{x-{-h) — sin a; \ ‘ 2/ 2 / i 2 


= cos(a; + Y) 


konvergiert wegen der Stetigkeit von cos a?, und weil lim — t — = 1 isi 

A 

2 

{4A, 6 .) gegen cos 075 mitkin ist 

D sin 57 = cos X, . (6' 

Da nun cos a; = sin — 0 ^ und ^ die Ableitung — 1 kat 
m folgt mit Anwendung von (6) 

D cos 07 = 2) sin ^Y ~ (y ~ 


D cos 07 = — sin 07 . 
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Fiir y •• 


igX: 


sin£c 
cos a? 


und y ~ cotg x ■■ 


cos a; 
sinaj 


erhalt man anf Grrund 


der Regel fiir die Differentiation eines Quotienten und mit Benutzung 
Ton (6) und (7): 


J) tg X = 


cos’=aj -p sin- a? 


cos -a; 


JD cotg X = 


also endgiltig 


Digx^ sec-.r 


D cotg X = 


-cosec“jj. 


(8) 

(.9) 


Diese Pormeln gelten jedoch nur unter Ausschlufi der Unstetigkeits- 
stellen, bei igx also mit AusebluB der Stellen f2w + 1) y, bei cotgar 

mit AusscbluB der Stellen n^c, wobei n jede positive und negative 
ganze Zabl, die Null inbegriffen, bedeuten kann. 

SchlieBlicb erbalt man nach der Vorschrift 61 , (10 ) und mit Be- 
nutzung von (6), (7) fur y =* sec a? = — ^ und y = cosec x = 

cos X 


1 

sin a: ‘ 


-pv sin x , 

JD sec X = = sec xtgx 


cos®a; 


Dcosecic = 


cosx . 

== — cosec X cotgx: 
sm-a? ® ’ 


( 10 ) 

( 11 ) 


auszuscblieBen sind dieselben Stellen wie bei tga;, bzw. cotg a;. 

68. Bie zyklometrischen Funktionen. Bei der Differentia- 
tion dieser Funktionen kann man sicb auf jenen Abschnitt bescbranken, 
der die Hauptwerfe der jeweiligen Funktion zusammenfaBt; denn jeder 
andere Abschnitt setzt sich aus dem Hauptwert und einer Konstanten 
additiv zusammen ( 43 , 5.). 

1. Aus y = arcsin x, wobei — 1 ^ a; ^ 1 und — y ^ 2/ ^ , 

folgt durch Umkehrung a; = sini/; daher ist nach der in 62 abge- 
leiteten Regel: 

D arcsin x 2) sin 2 / == 1 , 

woraus 

D arcsin X = = -7=4:=: (12) 

cosy ^ ^ 

die Wurzel ist positiv zu nehmen, weil cos?/ in dem bezeichneten 
IntervaU positiv ist. 

2. Aus y == arc cos X, wobei — 1 ^ ^ 1 und 0 ^ ?/ ^ :;t, ergibt 
sich X = cosy und hiermit weiter 


woraus 


D arccos x D cos ?/ = 1 , 


D arccos x 4— = 

sin?/ 


yr 


- a?- 


(is: 




Czuber, Hohere Mathemati]!;. 
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die Wurzel ist wieder positiv zn nehmeii; weil siny in dem bezeich- 
neten Intervall YOn y positiv ist. 

3 . Kebrt man y « arctgd?, wo bei unbeschrankt variablem x das 

y an das Intervall — ^ Ky gebunden ist, nm, so entstebi 

a; = tg 2 /, nnd die Beziehung 

Darctg£c Digy =* 1 

liefert 

4 . In derselben Weise ergibt sicb aus der XJmkebrung vor 
y = arccotgrc {x unbeschrankt, 0 <iy Ci^t) x cotg?/, nnd aus 

D arccotg x D cotg y = 1 

folgt 

D arccotg x -— a - = — 7-^ —5 • (15' 

® cosec- y 1 + £c- ^ " 

Der Znsammenhang der Formelpaare ( 12 ), (13) und (14), (15' 
erklart sich aus den in 43 nachgewiesenen Formeln: 

arc sin ic + arc cos rr = y 
arctgo; + arccotg a? = — • 

Auf die Funktionen arc sec a? und arc cosec a; soil bier wegen ibrei 
seltenen Verwendung nicbt eingegangen werden; indessen wiirde ibr( 
Differentiation nacb dem vorausgescbickten keiner Scbwierigkeit be 
gegnen. 

Die Formeln ( 1 ) bis (15) dieses Paragraphen und die allgemeinei 
Satze des vorigen reichen aus, um alle aus den elementaren Funk 
tionen durcb eine endlicbe Folge von Operationen gebildeten Punk 
tionen zu differenzieren. 

69. Die Hyperbelfuuktionen. Zu den elementaren transzen 
denten Funktionen zablt man aucb die Hyperbelfunktionen, so genannt 
weil sie geometriscb mit der gleicbseitigen Hyperbel in abnlicbe] 
Weise zusammenhangen wie die trigonometriscben (Kreis-)Funktionei 
mit dem Kreise. Sie sind um die Mitte des 18. Jahrbunderts vor 
V. Riccati mit den beute tiblichen Bezeichnungen eingefubrt unc 
besonders von Lambert weiter ausgebildet worden. 

Ibre analytische Definition kann mit Hilfe der natiirlicben Ex 
ponentialfanktion wie folgt gegeben werden. Ist u die unbescbrankt< 
reelle Variable, so wird 

' 2 


als byperboliscber Kosinus (cosb^^) 
als byperboliscber Sinus (sinb u) 



Hyperbelfonktionen. 


Hi 


Yon w erklart; mit Hilfe dieser beiden Funktionen definiert man di^ 

hyperbolische Tangente, Kotangente, Sekante und Kosekante gam 

nach Art der trigonometrischen Funktionen^ indem man schreibt: 

, , sinh-it , , cosh It -l 1 i 1 

tffh u = — f—, cotgn XI = , sechii = — , cosech u ^ -r - 

® coshtt^ ° sinht^^ coshw^ smhw 

Aus diesen Definitionen lassen sicb Relationen zwischen den ge 
nannten Funktionen ableiten, ebenso zahlreich wie die trigonometriscliei 
Formeln und von ahnlicber Bauart. Einige davon mogen bier zu 
sammengestellt werden. 

A.US u t — u u —u 

cosn«4 = — , sink u = 


folgt mit Rticksicbt auf die anderen Definitionsfonneln unmittelbar 


cosk li 

+ sinkw 

_ gU 

cosk ti 

— sink ti 

= e~ 

cosh^ ti 

— sink^w 

= 1 

i^u 

+ seck^ ii 

= 1 

cotgk^ u 

— coseck^ ti 

= 1; 


die leicbt zu ei^weisenden Identitaten: 

2 m _ 

e-^){e^+e'^) + (a® - e*’*’)((5“+ 

2(e«+®4. == (e«+ e-")(e"+ e“°) + — «“*') 

scbreiben sicb nunmebr: 

sink 2u^ 2 sink ii cosk n, 
sink (u + t') = sink u cosk v + sink v cosh u, 
cosk + -y) =“ cosk u cosh v + sink u sink v. 

Die Differentiation der neuen Funktionen ist auf die der Ex- 
ponentialfunktion zuruckgefiikrt; es ergibt sick: 

D cosk u = 5 = sink 


D sink ti = 


+ e~ 


coski^; 


-rv , 1 cosh^i^ — sinh^w 



^ , siiih*2* — cosh®w ■,*> 

D cotgliM cosech- m; 

D sech « sech «, 

D coseck w — — ~ cotgk ti coseck u. 


8 
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Die geometrische Bedeutung der Hvperbelfunktionen ergibt sich 
aus folgender Betracbtnng. Der Kreis in Fig. 31 sei urn 0 mit dem 
Radius 1 beschrieben. 1st B das Bogenmafi des Winkels AOM, RS 
die in M an den Kreis gelegte Tangente, so bat man: 

OP = cos 6, OE = seed 
IIP = sin 6, OS = cosec 

ME MS ^eoig 9. 

Wird nun ES senkreebt zu OX und gleicb ME gemaebt, so ist 
der Ort des so bestimniten Punktes S eine gJeichseifige Hyperbel^ die 

A zu einem ibrer Scbeitel bat; be- 
zeiebnet man namlicb die Koordinaten 
Yon H mit Xy y, so ist 

X == sec dy y == tg dy 

folglicb 

Yergleicbt man diese Gleicbung mit 
cosb^ u — sinb- u = 1, 
so folgtj daB 

cosbw = OEy 
sinb u == HE 
gesetzt werden kann. 

Man uberzeugt sicb ferner, daB der Halbmesser OH der Hyperbel 
auf der Tangente in A eine mit MP gleicbe Strecke absebneidet und 
daB die Tangente der Hyperbel im Punkte H durcb P gebt; denn 
es ist 

, woraus JL F = sin 0 = ilXP; 
weiter ist der Eicbtungskoeffizient der Tangente ( 56 , 2): 



Fig. 31. 




aber aucb 


t^EPH = 


JL 

X — cos B 


y sin 6 

tgS 
seed — COS0 


1 

' sind ^ 


so daB tatsacblicb PH die Tangente ist. 

Auf Grund dieser Ergebnisse erkennt man, daB, ganz entspreebend 
den Kreisfunktionen: 

OE ^ cosb u OP seeb ii 

HE — sinb w OT = coseeb u 

HP = tgb li HT = cotgb 

Die Analogic erstreckt sicb selbst auf die Bedeutung der Argu- 
mente: die trigonometriseben Funktionen konnen, da \d die Placbe 
des Sektors 0AM ist, aucb als Funktionen des Doppelten dieses Sektors 
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aufgefafit werden; in der Integralredmnng wird gezeigt werden, da 
■| u die Flache des Hyperbelsektors OAH ist. 

Der Zusammenhang zwischen den beiden Argumenten w, B ergib 
sicb in folgender Weise: Die Relation 

cosh ii + sinb n = e'" 

■verwandelt sicb im Hinblick auf die Figur in 

sec 0 + tg ^ 

die weitere Verfolgnng dieses Ansatzes gibt: 



Diese Gleicbung wiirde bereits 1599, ako lange Tor der Einfiibmn^ 
der Hyperbelfunktionen, von E. Wrigbt gefunden als matbematiscbe 
Ansdruck der Skala, nacb welcher in der ilferca/or-Projektion di 
Punkte eines Meridians je nacb ibrer geograpbiscben Breite 6 in be 
zug auf das Bild des Aquators angeordnet sind. Man nennt 6 di 
„bvperboliscbe Amplitude^' von ti oder aucb Lamberts transzendentei 
WinkeD). 

70. Beispiele. In den nacbstebenden Beispielen ist der DifPe 
rentialquotient zunacbst in der Form angegeben, wie er sicb bei An 
wendung der Regeln unmittelbar ergibt, an zweiter Stelle in seine 
einfacbsten Gestalt, mit Fortlassung der Zwiscbenrecbnnngen; in de 
spateren Beispielen ist nur das Resultat mitgeteilt. 

1. Dx”^{ax^+ 6)^== mx'^~'^{ax^+ hy +px”^(ax^+ hy^'^-nax”^^ 

+ by^'^[{m + np)ax'^+ mb'], 

^ j. X — a _{x — h){x — c) — {pa — a) {x — c-\-x — b) 

(X- h){X — C)~ {x—y)^{X — cY 

be — ab — ae-\-^ax — a;® 

” (x — b)\x — ^^ ‘ 



4. B{ax + &)]/aa;^+ 2bx+ c = ayax^+ 2bx+ c 



{ax+by- 

/ax^-^-^bx-^c 


2{ax 4 - 

yax‘^-{-2bx + c 


Da die Hyperbelfunktionen sicb auf versebiedenen Gebieten als zweel 
maBig erwiesen, so sei angefubrt^ dafi aucb Tafeln derselben bereebnet words 
sind, so von Forti, i^Tuove tavole delle funzioni iperbolicbe, Rom 1892. 
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5 J) 4 * — 3 :^ 

■f/a* + ic* — — aj® 


(y«*+ ) 

. (v?qr^r+ yaCT) 


(y'«* + a;*-y'a--a-*)- 

\ -\/¥— I 


^ ■pj y x-^-a-^yx-^-h _ yx-i^a — }/x -f h 
yx a — yx -{- 6 yx + a + ]/a; + b 

(y^-^a - y^+'6) + 2li^) 

“ iVx + a + Vx + b) ^ 


l/(xya)(x + b) 


(yx + o — yx + 6)* 

7. JDe“*’+2**+e= 2(a!a; 4- &)e®**+®^*+«. 

8. I>a?"e-*’= — 2a;’”+^e-*‘ = — Sa;®). 

o -n7 * acosaa? , 

y. JJl sin ax «= == a cotff ax. 

sin ax ® 


10. Dl cos ax^ — 


cos ax 


a ax. 


1 , £C 

-^r sec- — 

1 1 ~r\i j. ^ ^ ^ ^ 

11. = 


, aj sin X 
tg^ 


12. 2)Ztg(f + f) = ' 


COS a* 


‘^('r+f) 

13. D, =* = e®^a?ztga:|'^,Qg tg ri; + 


14. JD arc sin I ,-^ = 
1 


^ tg tg + sec x). 

1 — (1 +x)^(l->x) 




(i + atr- 


(iyx)yx 



Beiapiele zvir Differentiation. 


119 


3. 


arc sin x . x , .T^.arc sin x 


— X arc sin as 


|/i — a:“ yr 


( 1 — 


16. D (arc sin (a sinx) + arc cos (a cos x)) = — — . 

yi — a-sin-£c yl — a* cos* a; 


17, J»ctg('|/^igf)- ■ -[/; 


^ O 7-\ t — j— fl5 COS X 

lo. Jj arc cos — == — 

a + 0 cos aj 


l-L- -ter* - 

' 2 (a + & cos x} 


y l — C05a? \S 

\a4- fecosa;/ 


'a — 6 o a? t 

a'^®ec“^-^ 


(a + b cos x) ainx -\-b{b + a cos a?/ sin x )/«* — b^ 

(a + 6 cos a;)* a + 5 cos a: 


19. Z) arc sec a: = D arc cos — =* — • 


a; y a?* — 1 


20. D arc cosec x = D are sin ^ ^ ^ = - ■ 

a: 1^1 xYx^-l 

V X- 

21. ?/ = a;(l + a;®)"'^--|-a:»(l +«-)■-; 

22. y = |a:*(l + x^-^-\x^CL + i,'= 

23. 2 / = a; + j sin 2x'^ y' = cos- x, 

24. j/ = — ism2a?5 y=sin-ir. 

25. ^ == sin sin^rc; y = cos^ar. 

26. y cos® X ~ cos a?; y = sin® a?. 

27. y tg®a; + tgai; y = sec^a:. 


X arc sin x 

1) Der Bruch — .■■"rz..-.- - ist hier als Produkt der drei Faktoren x, arc sin x 
VI — a;* 


yi — a;' 
behandelt iv-orden. 



Jilem. cier JJitterentiairecnn. § -±. KSdxze iiu. u. zjusammeuu. einer j unKuon usw. 


28. 7/ = j tgSiK — tga; + «; ij = i^x. 

29. 2 / = 2sin]/a? — 2]/a; cos]^^; y==sin]/rj;. 


30. If == “ arc cos (— 1 + 

31. y ^ \ arc cos (— ix + 4a;®); 

32. y = — arc cos (1 — So;- + Saf)] 


r 

ij 


1 

|/l — x'“ 


33. 




2a; 


34. y= iarctg ] 

L . 2a; 


1-j- x^ 
1 — a;= 


i' = 


36. jure COB 

37. = y'^Boex. 

^ V 1 — sin 03 ’ ^ 


38. y = 2x + 2)] y' ^ e^x^. 

39. y X arctgo; — Z]/! + arctgo;. 

40. y sinh 2 a? + -- a;; y' ^ cosli^a;. 

41. y ^ \ sinli 2a; — ~ X] y' = sinh^ x. 


42. y = I cosh x; y' = tgh x. 

43. y = I sinh a;; y' ^ cotgh x, 

44. 2/ = Z cosh a; — ^ tgh® a;; 2 /' = tgh® x. 


§ 4. Satze ilher den Znsaininenhang einer Funktion 
mit ihrer AWeitnng. 

71. Vorzeichen des DiflTerentialquotienteu. Von einer Funk- 
tion /{x) sagt man, sie sei in der Umgebung der (Innen-) Stelle x 
ihres Definitionshereichs (a, j3) waclisend, wenn sich eine positive 
Zahl 8 bestimmen laBt derart, daB 

/(X^}i)</{x)<f{x + h) (1) 

fur alle 0 < 7i < d. Besitzt die Funktion an der Stelle x einen 
Differentialquotienten, so kann dieser nicht negativ sein; denn aus 
(1) folgt: 

f{x — h) -^f(x) ^ f{x + h) -f{x) ^ ^ 
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uud da beide Differenzenquotieiiten niifc limh = 0 nach Voraxissetzanj 
einer und derselben Greuze /'(x) zustreben, so kann diese nich 
negatiy sein, da beide Briicbej wie klein aucb h wird, positiv bleiben 
Die Funktion fix) beiBt in der Umgebung der Stelle x ah 
neJuncndj wenn sicli ein positives d bestimmen laBt derart, daB 

/(x — h) > fix) > /{x + Ji) ( 2 

fur alle 0 < < d. In diesem Falle kann der DiflPerentialquotien 

an der Stelle x, wenii er existiert, nicbt positiv sein: denn aus 2 
folgt: 

f(x — h) -- f{x ) ^ f{x + 1i\ — f{x) ^ ^ 

— h ^ - ' h 

es kann daber /'(x) als gemeinscbaftlicbe Grenze beider Briicbe nich 
positiv sein. 

An den Stellen a, /3 kann nnr von einem rechts-, hzw. links 
seitigen Wachsen oder Abnehmen die Rede sein. 

Aus den vorstehenden Erwagungen geht der Satz hervor: Wem 
die Fimltion /{x) in dem Intervall (a, lesfdndig, d. h. in der Um 
gehmg jeder Stelle, wdchst oder dbnimmt und iiherall einen Differential 
giiotienten hesitzt, so Tcann dieser niemals negativ, hziv, niemals positiv seh 
In beiden Fallen ist also nicht ausgeschlossen, daB der Differentia] 
quotient an einzelnen SteUen NuU werden kann. 

Unter den elementaren Funktionen haben wir folgende Beispiel 
bestaiidig wachsender und bestandig abnehmender Funktionen. 

Es ist Da^ = aHa, folglich bestandig vrachsend, Trenn a > ] 
hingegen best^dig abnehmend, wenn 0 < a < 1 ist; e^ ist als 
wachsend. 

Aus i)L^“ erkennt man, da a; > 0, daB lx eine wachsend 

^ X ' ^ 

Funktion ist. 

Da D tga; = sec^iT, so ist tg x eine wachsende Funktion; in de 
Tat, indem x nacheinander die nicht abgeschlossenen Intervall 

(— y, y), durchlauft, geht tgx beidemal durch das Intel 

vaU (— oo, oo). 

In gleicher Weise schlieBt man aus D cotg — — eosec- a: at 
bestandige Abnahme von cotgo?. 

WeilDarctg^ — wachst arctg.r fortwahrend; tatsachlic 

durchlauft es das IntervaU (— ^ — oo bis + a 

wachst. 

Aus D arccotg a; = — schlieBt man in ahnlicher Weise ai 

die standige Abnahme von arccotg.^r. 



122 Elem. derDifferentiaireclin. § 4. Satzeiib. d. Zusammenh. einerFanktionusw. 


Man kanu — und ist dazu unter Umstanden genotigt — in Be- 
zug anf Zu- und Abnahme zT^ischen rechts- und linksseitiger Um- 
gebung unterscheiden. So sind die Funktionen /(os) = os — [x] (62, 2.) 

und /(x) = X [i] (57, 4 .) reclits von jeder Stelle "wacbsend, sie sind 

es aber nicht m der TJyngebmig jeder Stelle, wegen der Unstetigkeits- 
punkte, daber aucb nicbt in einem Interyall, das einen oder mehrere 
Unstetigkeitspunkte enthalt. 

Wenn eine Funktion an einer Stelle trotz ibrer Stetigkeit da- 
selbst keine Ableitung besitzt, so kann aucb nicbts iiber Wacbstum 
oder Abnabme ausgesagt, daber aucb keine geometriscbe Darstellung 
in der nacbsten TJmgebung gegeben werden. Dies trifift beispielsweise 
bei der scbon wiederholt angefubrten Funktion 

/(x) = X sin fur x + /(O) = 0 

an der Stelle = Ozu; in der Tat laBt sicb keine nocb so enge Um- 
gebung dieser Stelle abgrenzen, innerbalb deren aUe /(x) groBer oder 
Ueiner als NuU waren. 

72. Der Satz von RoUe. Wenn die FimUion /(x) in dem 
dbgeschlossenen IntervaU cc<x^fi stetig ist und an jeder Stelle im 
Innern einen endlichen oder bestimmt unendlichen Differentialguotienten 
besitzt, wmn ferner /(a) = 0 und /(^) = 0, so gibt es ivenigstens eine 
Sidle zwischen a und /3, an der f\x) verschwindet, 

Bebielte die Funktion den Wert Null im ganzen Interval! (oder 
aucb nur in einem Teile desselben) bei, so ware sie eine konstante 
Funktion und batte als solcbe iiberall die Ableitung Null ( 66 ); der 
Satz bediirfte dann keines Beweises. 

Diesen Fall ausgescblossen, wird die Funktion von a an entweder 
wacbsen oder abnebmen — wir nebmen das erstere an; das Wacbsen 
kann aber nicbt durcb das ganze Interval! anbalten, soil /(^) = 0 
werden, daber muB man zu einer Stelle | kommen, an der das Wacbsen 
aufbort und das Abnebmen beginnt; diese Stelle ist dadurcb gekemi- 
zeicbnet, daB sicb ein positives 8 bestimmen lafit derart, daB 

/(l-?^)</(S)>/(l + ^0 

fiir aUe 0 < A < d; zufolge der Beziebungen (1), (2) ist die Funktion 
an dieser Stelle weder wacbsend nocb abnebmend; ferner ist 

— h h 

der erste Quotient kann mit lim h — 0 nur einer positiven oder der 
Grrenze Null zustreben, der zweite nur einer negati^en oder , der Grrenze 
Null; da aber beide Quotienten nacb Voraussetzung einen gemein- 
scbaftlicben Grenzwert baben, so muB notwendig 

/'(i) = 0 
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sein, womit der Satz erwiesen ist. — Im Falle des Abnelimens von 
a an ergeben sich analogs Scbliisse. 

Bei geometrischer Deutung der Funktion hat der Satz von Rolle 
eine unmittelbar anschauliche Bedeutung. Eine Kurve ABj Pig. 32, 
welche die Abszissenachse in den Punkten A,B Y 
schneidet und an jederZvrischenstelle eine einzige i 


bestimmte Tangente hat (die auch parallel zu 
0 Y sein kann), besitzt mindestens einen Punkt 



M, in welchem die Tangente 31 T parallel der I / ^ \ 

Abszissenachse ist. ^ ^ ^ 


Die Voranssetzungen des obigen Satzes 32 . 


konnen anch dahin abgeandert werden, daB /(a) = /(/3) = C sei; denn 
die Fnnktion /(x) — C erfiillt dann die Bedingnng^ bei a und zu 
verschwinden, ihre Ableitung ist aber wieder /\x). 

Die Function f{oi^ = ( 5 ? — (i){x — V) hat, um ein Beispiel an- 
zufiihren, in dem Interval! (a, h) die oben voransgesetzten Eigenschaften; 
ihre Ableitung /'(x) ^ 2x — a — h wird denn auch Null an der 

zwischen a, h liegenden StelLe x = * Desgleichen geniigt die 


Funktion /(x) = sin a? in dem Intervall (0, or) den Voraussetzungen 
des Rolleschen Theorems, und in der Tat verschvrindet ihre Ab- 


leitung /\x) = cosrr an der Zwischenstelle x = ~ , 

73. Der Mittelwertsatz. Wemi die Fimldion f{x) in dem db- 
geschlossenen IntervaU stetig ist und an jeder Stelle im 

Innern einen endliclien oder bestimmt unendliclien Bifferentialquotienten 
besitzt, so gibt es wenigstens eine Stelle mvischen a und p, an der /'(a?) 

ubereinstimmt mit dem Bifferenzenquotienten - 

Dieser Satz, fur die Analysis von groBer Bedeutung, findet sich 
zuerst bei J. Lagrange und wird auch haufig nach ihm benannt. 

Zum Zwecke des Beweises konstruieren wir aus /(x) die neue 
Funktion 

9 ’(«) =/(^) -/(«) -(x- 


die ebenfalls an jeder Stelle zwischen a und /3 einen Differential- 
quotienten besitzt, da 

«>'(») 

und die iiberdies die Eigenschaft (p(cc) = 0, ^(/8) = 0 hat. Demnach 
erfiillt sie die Voranssetzungen des Rolleschen Satzes, und es gibt 
daher wenigstens eine Stelle | zwischen a und an der (p'(X) ~ 0, 
dort ist also 

( 3 ) 



124 Elem. der Differentialrechn § 4. Satze lib. d. Znsanimenli. einer Fanktion usw. 


Der Satz kann auf irgend zwei Stellen x und x + h aus (a, /3) 
zur Anwendung gebracht werden; § bedeutet dann einen zwiscben x 
und X .-f li liegenden Wert und ein solcher kann in der Form x + 6h 
dargestellt werden, vrenn 0 < 0 < 1 ist; mithin gilt: 

^f{x + 

Oder 

fix + h) --fix) = hfix + 070 . ( 4 ) 

Die Darstellung einer endliehen Differenz der Funktion durcb 
einen Zwiscben- oder Mittelwert ihres DifFerentialquotienten findet sebr 
haufige Anwendung; einige wichtige Folgerungen 
soUen scbon bier angefuhrt werden. 

B Vorber moge nocb der geometriscbe Sinn 

der Formel (3) erwabnt T^erden fur den Fall, da6 
man die Werte von f{x) durcb die Ordinaten 
einer Kurve AB^ Fig. 33, darstellt; bat diese 
^ ^ Kurve in jedem Punkte eine eiuzige bestimmte 
i ^ Tangente (die an einzelnen Stellen aucb parallel 

zu 0 Y sein kann), so gibt es zwiscben A und B 
mindestens einen Punkt Af, in welcbem die Tangente 11 T der Sebne AB 
parallel ist. 

Um zu zeigen, daB der Mittelwerfcsatz versagt, wenn die Funktion 
nicbt alle bei seiner Ableitung gemacbten Voraussetzungen erfiillt, 

sei das folgende Beispiel durchgefubrtO- 1st fix) == fiir x 4= 0, 
dagegen /(O) 0, so gibt die Formel (3): 

woraus dies aber ist nicbt moglicb, wenn das Intervall (a, §) 

die Null entbalt, weil dann a, ^ entgegengesetzt bezeicbnet sind. Aucb 
wenn die Null den Anfang des IntervaUs bildet, kommt man zu einem 
Widersprucb, weil dann 



und somit sein muBte. Der Grund dieser Erscbeinungen 

begt in der Nicbtexistenz von f'ix) bei a; = 0 . 

An einer fruberen Stelle ( 56 ) ist gefunden worden, daB der 
Differentialquotient einer konstanten Funktion Null ist; nun kann 
aucb die Umkebrung des Satzes bewiesen werden, namlicb: Wenn die 
AhMtimg ffx) einer FunUmi fix) an alien Stellen des IntervaUs 
(a, /3) Null ist, so ist die FunTdion in diesem Intervall lionstant 

1) E. Cesaro, Lehrb. d. algebr. Anal., usw., deutscb von G-. Kowalewski, p. 233. 
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Sind namlich zwei Stellen in (u, ^). so ist zufolge (3) 

/(x,) -/(x^) = (x, - x^)/(X) 

mit 5 da aber fiir jedes ^ zwiscben /3 / '(|j — 0, so ist 

/ (X 2 ) — / (x^) ^ Oj also / (x^) / {x^}: wenn aber jede zwei Werte 

Yon /(x) aus dem Intervall U, j3) einander gleicb sind, so hat die 
Funktion notwendig einen konstanten Wert. 

Aus diesem Satze folgt der weitere: Wenn sicei FnnMonen fix). 
(p(x) in einem Intervall (a, /3) gleiche Bifferenfialqiiotienten halen, so 
i'onnen sie sicli nur durch eine additive Konstante iinterscheiden, 

Denn, aus 

/(» = (f'(x) 

folgt auch 

- 9>(»J] = 0 

und daraus uach dem vorigen Satze 

/{x) — (p{x) = 0, 

wenn C eine Konstante bedeutet. 

Im Artikel 71 ist gezeigt worden, daB die Ableitung einer in 
dem Intervall (a, bestandig wachsenden (abnehmenden) Funktion 
niemals negativ (positiv) ist; auch die Umkehrung dieses Satzes kann 
jetzt bewiesen werden: Wenn die AUeitung von /(x) in deni Intervall 
(a, /3) niemals negativ {positiv) und auch nicht in einem Teile des 
Intervalls hestciidig Nidi ist, so ist die FunUion wachseyid (ahnehmend) 
in dem Sinne, daft fur irgend mvei Woie x^ < X 2 aus {a, /3) die Fie- 
lation /{xf) < /{x^) [/{xf) > /{x^)} stattfindet, 

Bedeutet x' einen Wert zwischen x^ und x^, so daB x^, x\ x^ 
wachsend geordnet sind, so ist auf Grund der ersten Voraussetzung 

/i^') = «- ^ 0 

/(a^s) ” = (^2 - > 0, 

wobei einen Wert zwischen x^ und x', einen Wert zwischen x' 
und X 2 bedeutet: daraus folgt 

/(«i) ^/(«') ^/(>2) ; 

aber nicht ftir alle x konnen beide Gleichheitszeichen gel ten, well 
sonst filr alle Werte x zwischen x^ und x .2 die Beziehung /(xf) =^/(x') 
= f {x^) stattfande die zur Folge hatte, daB in diesem Teile von (a, 
/'(x) bestandig Null w^e, was gegen die Voraussetzung verstoBt. Es 
gibt also sicher einen Wert x', fur den wenigstens eines der beiden 
Ungleichheitszeichen gilt, und darum ist notwendig 

/(®l) </(^<^2) • 

Der zweite Teil des Beweises ist ebenso zu fuhren. 

74. Der erweiterte Mittelwertsatz. Wenn die heiden Fiaik- 
tionen /{x), (p{x) in dem Intervall («, §) eigentliclie Differentialguotienten 
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hesitmi, von ivelchen der letdere, an Iceiner Stelle JSridl oder unend- 

licJi wird, so gibt es wenigstens einen Wert | mischen a und jS deraH, 


/'/j —f{^} 


ist. 


Dieser Satz komint zuerst bei Caucbj vor, wenn auch mit 
der speziellen Yoraussetzungj da 6 /*(«) = 9 ; («)== 0 sei. 

Urn ihn zu beweisen, konstruiere man aus /{x) iind q:>{x') die 
neue Funktion 


t[x) =/{%) -/(«) - [(fix) - qp(«)] ; 


der Merin auftretende Bmcb hat sicher eine bestimmte Bedeutnng, 
da <p{a), (f(^) nicht gleich sein konnen, indem sonst nach dem Satz 
von Rolle <p'{x) an einer Stelle zwischen a und verschwinden 
muBte, entgegen der Voraussetzung. Die Funktion ip(x) hat nun im 
Intervall (a, /3) eine Ableitung, namlich 


ferner ist gr(a) = 0 , gf(/3) = 0; folglich existiert nach dem Satze von 
Kolle mindestens eine Stelle | zwischen a und /3, wo gr(|)=0, 
d. h. wo 


/I I?) _/((,) ^ /' ® _ 

9 (| 5 ) — 9 >(«) 9 ( 1 ) 


Die Formel kann auf zwei beliebige Stellen x und x h aus 
(«, /3) angewandt werden und lautet dann: 


/l a; + ; 0 —/(a:) 
+ — 9(«). 


f{x + eh) 

<p'ix + eh)> 


(0 < 0 < 1 ) 


( 6 ) 


Setzt man insbesondere g)(x) ^ x, wodurch den Voraussetzungen 
des Theorems Geniige geleistet wird, so gehen die Formeln (5) und 
( 6 ) in (3) und (4) uber. 


§ 5. Die hiSheren Differentialquotienten und Differentiale. 

76. Der ii-te DifiTerentialquotient. Ist die Funktion y ^ f{x) 
auf einem Gebiete der Variablen stetig und difiPerenzierbar, so besitzt sie 
dort eine Ahleitmig oder einen Differentialquotienten, woftir bereits 
die Bezeichnungen 

/(a;), B/ix)-, y', By 
eingefiihrt worden sihd. 

Hat /'{x) wieder die Eigenschaffcen, die soeben beziiglich /{x) 
vorausgesetzt wurden, so kommt ihr auch eine Ableitung zu, die man 
als siveite Ableitung, zweite Derivierte oder zweiten Differentialquotienten 
von /{x) bezeichnet und mit 

/"{x), BVixy, y", B^-y 
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anschreibt. Begrifflich stellt jedes dieser Zeichen jene Funktion dar, 
die an der Stelle x durcii 

/,=o * 

bestimmt ist. 

So fortfabrend gelangt man zu der dritten, Tierten, * • • ;^ten Ab- 
leitiiDg; man gebraucht dafiir die Bezeicbnnngen 

Oder JD^/ix), • • • B'\f(x) 

Oder y‘'j , • • • y^''^ usw. 

Sofern die Voraussetzungen der Stetigkeit und Differenzierbarkeit 
erbalten bleiben, bat die Bildung boberer Ableitungen keine Scbranke. 

Wenn man aus dem Gebiet der reinen Analysis auf dasjenige der 
Anwendnngen sicb begibt, wobei x und f{x) die Mafizablen fiir ge- 
wisse einander bedingende GroBen bedenten, konnen ancb die boberen 
xAbleitnngen eine bestimmte Bedeutung erlangen. Bei der pborono- 
miscben Anffassnng, bei der f{x) den in der Zeit x zuriickgelegteu 
geradlinigen Weg bedeutet, kommt znnacbst der zweiten Ableitung 
eine wicbtige Bedeutung zu. 

Es ist 56 , 1. erklart worden, daB der erste Different ialquotient 
die am Ende der Zeit berrscbende Gescbwindigkeit ausdruckt. Ist 
die Bewegung so bescbaffen, daB die Gescbwindigkeit in beliebigen, 
aber gleicb groBen Zeitabschnitten sicb urn Gleicbes andert, so nennt 
man die wabrend einer Zeiteinbeit erfolgende Gescbwindigkeitsanderung 
BescliUimigung und die Bewegung selbst eine gleichformig heschleiougte 
(bingegen eine gleicbformig verzogerte, wenn die Bescbleunigung 
negativ, die Gescbwindigkeit also mit der Zeit abnebmend ist). Auf 
eine ungleicbformig bescbleunigte ist der Begriff der Bescbleunigung 
nicbt unmittelbar ubertragbar-, der Quotient 

/'(x + h) — f'(x) 
h 

aus der wabrend des Zeitintervalls (a?, x + h) erfolgten Gescbwindig- 
keitsanderung durcb die GroBe h des Intervalls bedeutet die wabrend 
desselben durchsclinittlich auf die Zeiteinbeit entfallende Gescbwindig- 
keitsanderung; je kleiner li, um so geringer die Ungleicbformigkeit in 
der Bewegung, desto naber kommt die Bedeutung des angescbriebenen 
Quotienten der einer Bescbleunigung, und konvergiert der Quotient mit 
lim 7i = 0 gegen eine bestimmte Grenze, so wird diese; 

als die am Ende der Zeit x berrscbende Bescbleunigung erklart. 
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Drticld also /(x) den lei (jeradliitvjer Beivegung in der Zeit c 
zuriiclgelegten Weg aiis, so hat die ziveite Ahleitimg /" (x) die Be 
deufung der am Ende der Zeit x herrsehenden Beschleunigiing, 

76. Wiederholte Differentiation. Zur Bildung der hoherei 
Differ entialquotienten einer Funktion bedarf es neuer Regeln nicbt 
da es auf wiederbolte Bildung des ersten Different ialqiiotienten an 
kommt. Weim es sicli jedocli damm handelt^ fiir den allgemeinei 
Oder n-ten Differentialquotienten eine independente Formel aufzustelleii 
dann fiibrt das direkte Verfahren nur in einigen wenigen Fallen zun 
Ziele, In einigen anderen Fallen kann man sich dadurcb belfen, da] 
man die Funktion als Sumnie oder als Brodidct einfacker Funktionei 
darstellt, deren allgemeine Differentialquotienten in independenter Forn 
bekannt sind. 

L Direlies Teifahren. 1. Fiir ergibt sick durck suk 

zessive Differentiation 

DV”* = m \ m — 1)^3:"'““, . . . 

so daB 

J)n^rn ^ — n + (1 

LaBt man ax + 1 an die S telle von x treten, so andert sick di 
Fomel nur insoweit, daB reckts der Faktor kinzukommt, weil b€ 
jedesmaliger Differentiation mit dem Differentialquotienten von ax + I 
d. k. mit a multipliziert werden muB (60, 7.); es ist also 

D'^(ax + 7n(m — 1) • • • — n + l)a''(ax + (2 

Ist 7)1 eine positive gauze Zakl, so wird der w-te Differentia] 
quotient eine Konstante: 

])m^m ^ _ 1) ... 1^ 

und alle kokeren sind Null. In jedem anderen Falle kann die Bildun^ 
der Differentialquotienten unbeschrankt fortgesetzt werden. 

2. Fiir /{x) = Ix kat man Dlx = somit 


D^Ix = D^’-^x-'^- 

kier tritt nun die Formel (1) in Kraft, und zwar ist w? = — 1 und 
durck n — 1 zu ersetzen, so daB 


D'dx = 




auck diese Formel kann dadurck verallgemeinert werden, daB ma 
ax 1 an die Stelle von x treten laBt; es wird 


DH{cix H- 6) = 


{gx + l)d 


3. Aus der Formel D^ = ^ folgt unraittelbar 

gr. 


(£ 
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dagegen ist und 

iind weil so ergibt sicb hieraus 

D^a^^{lafa\ ( 6 ) 

4. Die Formel i) sina; = cos a; = sin + yj zeigt, daB die ein- 
malige DifFerentiation von sin^ der Vermekrung des Arguments urn 
y aquivalent ist; infolgedessen wird >^-malige Differentiation einer Ver- 

mehrung des Arguments um aquivalent sein; es ist also 

D” sin a: == sin . (7) 

Durch denselben ScbluB ergibt sich aus D cos a; = — sin ^ 
= cos (a; + f) : 

D” cos X = cos y) • (8) 

Vermoge der Periodizitat nebmen die recbten Seiten der Formeln (T'j 
und (8) nur je vier versehiedene Werte anf namlich die = 0, 1, 2, 3 
entsprecbenden, und diese in zykliscber Wiederholung. 

II. Zerlegung in Teile. Hat man f{x) als Summe zweier oder 
mebrererFunktionen dargestellt, etwa f(x) = + i?{x), so ist (51,1 i 

B^fix) = JD^cpix) + D^iIj(x). 

1. Es ist 

auf die Ausdriicke der recbten Seite ist die Formel (2) anwendbar, und 
man findet: 


7)«_ Jt - r 1 , (-1)" “ 

a- — 2a + (a — 


(9^ 


Fitr a = 1 und 6 == / ergibt sicb bieraus 








• 2 • • - n r _ £ 
i L(a; — ^.” + 1 


ix+ i) 


n+l 


Diese Formel kann dazu verwendet werden, den allgemeinen Differen- 
tialquotienten von arc tg x zu bestimmen; da namlicb D arc tg x 


so ist D” arc tg rr = - - ip^s 


l + x^’ 

, also auf Grundder letzten Formel: 


arc tg X ■■ 


2i 


r 1 _ 




{X + tf 
9 


(10) 


Ozuber, Hdlierd Mathematik. 
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2. Es ist cos ax cos ix ^ cos (a + 6)ir + cos (a ~ b)x } ^ mithin 
cos ax cos hx « ■ cos -j_ ^ ^ 

+ cos [(«■ — 6)a; + 

III. Zerlegiing in Faktoren, Die Punktion y = /{x) sei in zwei 
Faktoren cp{x) und v == ik(x) zerlegbar, fiir welche der allgenieine 
Ausdmck des rten Differentialquotienten bekannt ist. Durch sukzessive 
Differentiation ergibt sich: 

y ^ ii V + uv 

y ^ U 2 xi V liV 

fff ttf , e\ ff f , c\ f ff X ttt 

y ^ u V + oil V o‘U V livi \ 
woraus der SchluB gezogen werden kann, daB 

= itWy + (“) «(«-!) v’ + (3 + • • • + (12) 

in der Tat, gilt diese Formel fiir n, so gilt sie auch fiir n + 1, denn 
eine neuerliche Differentiation gibt 

jiy(« + l) == -j- + ^2) 

+ 4. . ♦ . 4. 4. + 

nnd weil allgeniein (r) C~r^)’ 

^(^^+1) = ifc(«+i)y 4. u(^)v' + h 

da nnn das Bildungsgesetz anf direktem Wege fiir n 1, 2, 3 erwiesen 
ist, so gilt es allgemein. Die Grleicbung (12), unter dem Namen der 
Leibnizscben Formel bekannt, laBt eine kurze symboliscbe Dar- 
stellung zn; scbreibt man namlicb 

D” (uv) = (ii 4- vYy (12*) 

so bleibt nnr zn beacbten, daB man in den Gliedern der Potenzent- 
wicklnng die Potenzexponenten in Ordnungsexponenten von Differential- 
quotienten zn verwandeln und die Bndglieder imd durch' 

bzw. zu ersetzen bat. 

Als Beispiel der Anwendung der Formel (12) moge dieselbe 
Funktion gewahlt werden, welche in 11. 2. als Snmme dargestellt 
worden ist, namlich cos ax cos feiu; man erh^t unmittelbar 
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TJ'' \ cos ax cos hx) = cos (ctx + cos hx 

cos i^x n — 1^ cos {hx + ^ -f- 
" + cos [iix + w — 2 cos (^x +2^ ^ — • 

••• + ?;" cos ax cos (jjx + w y) * 

77. Das ii-te Biffereutial. Wir nehmen den in 58 ent 

wickelten Begriff des Differentials einer 'Funktion y=/{x) wiede 
aufj wonach 

d/(x) /'{x)dx\ (1 

die begrifflicke Bedeutnng desselben gebt dahin, daB es die Anderung 
welche die Funktion bei dem TJbergange von x zm x + dx erleidei 
um so genauer darstellt, je kleiner dx ist, ja daB man durcb Ein 
schrankung von tZ^denUnterschiedzwischen derijiderung derFunktioi 
imd ihrem Differential nicbt nur an sicb, sondem aucli im Verhaltnis 
zu dx beliebig klein machen kann. 

An dieser Stelle moge auf die Verscbiedenheit der Bedeutnng bin 
gewiesen werden, welcbe den Zeicben dxuni. d/{o^ in der Gleicbunj 
(1) einerseits und in dem Leibnizscben Symbol fiir den Differential 

quotienten anderseits znkommt. Hier bedenten dx und d/{x) zu 
gleicb gegen die Grenze if nil konvergierende, also imencUicli Tdeh 
werdende GroBen und das Symbol selbst den Gmimeri ibrei 

Quotienten; dort bedeutet dx erne endlicbe und dj^{x) eine dem dc 
proportionale ebenfalls endlicbe GroBe, beide sehr Mein in Ansehunj 
der endlicben RecbnungsgroBen vrie etwa x und f{x^ selbst; der Grac 
der Kleinbeit ist dabei relativ und abbangig von der ScbarfC; ii 
welcber die bezuglicbe Recbnung ausgefubrt. werden soil. So is 
z. B. ( 30 ) 

d log sin X = dx=- M cotg xdx'^ 

fiir X = arc 30® = y, dx = arc 1' == 60 ~ 0,00029088 • • * ergibt sicl 

bei Abkiirzung auf 5Dezimalen: 

cZlog sin 30® = 0,4342944* 1,7320506 * 0,0002909 

- 0 , 00022 , 

und dies stimmt mit der in funfstelligen Tafeln bei log sin 30® an 
gegebenen Differenz pro Minute uberein; selbst bei einer auf 7 Dezi 
malen angelegten Recbnung erbalt man 

fZlog sin 30® = 0,0002188 


9 
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erst in der siebenten Stelle abweicheiid Yon der ia siebenstelligen 
Tafeln bei log sia 30® angegebeaen Dififereaz 0,0002187. 

Die mit einem fesfstehendendxfiXrreischiedene^Yevie von x gebildeten 
Werte voa d/(x) defiaieren eiae Fuaktioa Ton a*, uad von dieserkanu 
neaerdings das Differential gebildet werden; man bezeicbaet es statt 
mit d{df{x)) karz mit d?/{x) and hat dafiir den Ausdruck: 

= D{f\x)dx]dx ^r(x)dx\ (2) 


Hiernach ist das ziveite Differential formell das Prodakt aas dem 
zweiten Differentialqaotienten mit dem Qaadrat des Differentials der 
Variablen, begriffiich aber stellt es den Unterschied der ersten Diffe- 
rentiale an den Stellen x and x + dx mit AaBerachtlassung von 
GroBen hoherer Kleinheitsordnang als dx“ dar. 

Aas der Definitionsgleichuag (2) ergibt sich als Folgerung 


/'W 


(S) 


die rechte Seite ist das von Leibniz fiir den zweiten Differenfcial- 
qaotienten gebrauchte Symbol, gleichbedeutend also mit /"{fx) and 

Dm^)- 

Wird dx als gegen Null konvergierende, also als uneadlich klein 
werdende GroBe YOn der ersten Ordnung aufgefaBt, so ist das erste 
Differential df{x) =« voraasgesetzt, daB /'(x) einen bestimmten 

von Nall Yerschiedenen Wert hat, ebenfalls eine anendlich klein werdende 
GroBe der ersten, das zweite Differential d^f{x)= /'\x)dx^ anter 
einer analogen Voraassetzung iiber f"{x) eine unendlich kleine GroBe 
zweiter Ordnung. 

Bei der Darstellung der Funktion /{x) darch die Ordinaten einer 
Karve kann aach das zweite Differential darch eine LiniengroBe ver- 
deatlicht werden; beziiglich des ersten Differentials ist es am Schlusse 
von 68 geschehen. Ist (Fig. 34) OP==ir, 
OF' -=x + dx, OP" =^x + 2dx, MR' die Tan- 
gente in M, M'R" die Tangente mM\MQ' 
sowie 31' Q" parallel zu OX, so hat Q'R' die 
Bedeutung des Differentials an der Stelle x, Q"R" 
die Bedeutung des mit dem namlichen dx gebil- 
deten Differentials an der Stelle x dx-^ der 
Unterschied dieser zwei Strecken, welcher nach 
Konstruktion des Parallelogramms Q'Q"S"R' 
in der Strecke S"R" erhalten wird, ist mit AaBerachtlassung von 
GroBen hoherer Kleinheitsordnang als dx^ das zweite Differential. 

Man kann in der Bildung der Differentiale fortschreiten and er- 
halt — immer anter der Voraassetzung eine^ fesfstehenden dx — aus 
(2) das dritte Differential 

d^f{x) ^D{f"{x)dx^]dx =/"'{x)dx\ 
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uiid so fortfahrencl allgemem fur das ;2te Differential den Ausdmd 






Daraus ergibt sieli die von Leibniz eingefiilirte Bezeicbnung fur de 
;?ten Differentialquotienten: 


\rf(x, 

dx^~ 


Oder 


dx^ 


Jeder Form el zwischen den Differentialquotienten mebrerer Fun! 
tionen einer Variablen x laBt sicb eine Formel zwisehen den Differei 
tialen zuordnen, und es bedarf, um zu der letzteren zu gelangen, m 
der Multiplikation der ersteren mit einer entsprechend hohen Potei 
des Differentials dx der Yariablen; so folgt aus 

= fp' t (^) + V i^) i' 

j. (fix) (f (x 1 li ? (xj — (f (x) Ip' (x) 

* "Jpix) iL'^x)^ 

durch Multiplikation mit dx: 

dlg:(x)^(x)} = if(x) • dg)(x) + ^(x) • dipix) 

, qpfx) • d^ix — ( f (x) dip'xj ^ 

aus (76, ni.) ■ ' 

v) = 4- * * • -r 

durcb Multiplikation mit dx^^: 

d”(tiv) = d”%i • V + • dv + • d^v + • — h ud^v, 

78. Die Konstanz des Differentials der unabhangige 
Variablen. Die Formeln des rorstehenden Artikels sind unter d< 
Annabme eines feststebenden, also Iwistanten dx abgeleitet worden. D< 
Sinn und die weittragende Bedeutung dieser von Leibniz scbon b 
der Begriindung der Differentialrecbnung getroffenen Annabme e 
fordern ein naberes Eingeben, weil davon ein tieferes Verstandnis d 
Recbnens mit Differentialen abbangt. 

Bei dem Differenzieren, gleicbgiltig, ob darunter die Bildung vc 
Differentialquotienten oder von Differentialen verstanden wird, vrerd< 
verscbiedene Funktionswerte und die zugeborigen Werte der Variabb 
zueinander in Beziebung gesetzt. 

Bei der Bildung der ersten Ableitung einer Funktion f{x) komr 
es darauf an, die Differenzen benacbbarter Funktionswerte mit d< 
Differenzen der zugeborigen Argumentwerte ins Verb^tnis zu setz< 
und die Grenze dieses Verbaltnisses bei unbegrenzter Annaberung ! 
bestimmen. Man kann sicb diesen Vorgang in allgemeinster Wei 
wie folgt ausgefuhrt denken. 
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Jeder Punkt x des Bereiclis der Yariablen gebt in einen neuen 
X + dx^ iiber, wobei dx eine von x abhangige GroBe von der Form 

dx = (5) 


sein nioge; geometriscb gesprochen wird die ic-Acbse in sich selbsi 
transformiert, wobei jeder der Punkte P, P^, Pg, • • • in einen be- 

stimmten andern F' , PI, Pg, * • • tibergebt. 
Fig. 35. Anf die solcberart einander zu- 
geordneten Punkte wird die Bildung det 
Differenzenquotienten gestiitzt nnd hieraui 
durcb den GrenzprozeB lim a == 0 der tJber- 
gang zu den Differentialquotienten berbei- 
gefiibrt; a ist also binterber eine Infinitesi- 
malgroBe, deren Ordnung mit 1 festgesetzt 
werden soil. Kommt es bei diesem Vor- 
gange auf die Funktion %{x) gar niebt an, so stebt die Sacbe anders. 
wenn man zur Bildung der Differentiale scbreitet: in diese gebt %{p(^ 
als Faktor ein. Die Bildung der boberen Differentiale gestaltet sicb 
aber nunmebr wie folgt; Aus 

dy = y'dx 

ergibt sicb sukzessive 

d^y = y"dx^ + y'd^x 
d^y = y"'dx^ + ^y"dx d^x + yd^x, 



( 6 ) 


und aus (5) erbalt man zur endgiltigen Ausfiibrung dieser Formeln: 
cPx = a^xx 


Man erkennt, daB dx^ d?x^ d^x, • • • und wegen (6) ebenso dy^ d^y, 
d^y, • • • infinitesimale GroBen 1, 2, 3, • • • Ordnung werden. 

Aus jeder Annabme tiber x(x) ergabe sicb so eine besondere 
Differentialrecbnung. Die einfacbste Annabme ist 2;(ir) = l; aus ibr 
folgt ein von x miahhdngiges dx, und weiter, da alle Ableitungen von 
x(x) dann Null sind, 

d^x^dPx ^ 0 , ( 8 ) 

wodurcb cPy, d^y, • • • d’^y die einfacben Aus- 
drucke des vorigen Artikels annebmen. 

Geometriscb bedeutet diese Annabme 
so viel, daB als Transformation der rr-Acbse 
ibre Translation in sicb gewablt wird, wo- 
bei jeder ibrer Punkte um dieselbe Strecke 
verscboben wird, Fig, 36. Aucb der darauf- 
86- folgende Grenziibergang bestebt in einer 




Bedeutung der Konstanz von dx. Die Form ^ - loi 

(entgegengesetzten) Translation, die beliebig nalie an die urspriinglicbe] 
Lagen beranfiihrt. 

Dies ist der tiefere Sinn der Ausdrucksweise, das Differentia 
der nnabbangigen Variablen werde als konstant, als unabhaugig voj 
der Variablen selbst, Yorausgesetzt. Zugleich geht ans der Torstehen 
den Betracbtung die grofie Tragweite dieser Voranssetzung hervor 
sie fiibrt zu der einfacJistm Differentialrechmng in den DifferentiaJen} 


Y. Abschnitt. 

Anwendnngen der Differentialquotienten. 

§ 1, Unbestimmte Formen. 

79. Die Form ^ • Wenn eine Punktion /(x) in einem Inter 

Tall (a, /3) eindentig definiert und stetig ist mit Ansnabme eine 
einzigen Stelle a? = a, die innerhalb '(a, liegt oder mit der eiuei 
Grenze zusammenffflt, so steUt sich die Aiifgabe ein, das Verhaltei 
der Punktion in der Umgebnng dieser kritisclien Stelle zu unter 
sucben. Diese Aufgabe erbalt einen bestimmten Ausdruck in de 
Forderung, den Grenzwert von /{x) zu bestimmen fiir einen nahe 
bezeiebneten Grenziibergang lim^ = a. 

Das Versagen der Definition auBert sicb in dem Auftreten eine 
sogenannten wibesiimmten Form und nacb dieser ricbtet sich der ein 
zuschlagende Weg. Welches diese Form auch sei, so bezeichnet mai 
den Grenzwert lim f{pc), falls er existiert, als einen uneigentlich&i 

Fmiktionswert, wohl auch, nicht gerade zutreffend, als den wahre] 
Wert der no bestimmten Form, und erganzt die an der Stelle x = < 
unterbrochene Definition der Punktion dadurch, daB man diesen Gren 2 
wert als ihren Wert an dieser Stelle festsetzt, also 

/(«■) = lim/(ar) (1 

x = a 

annimmt; dies tut man auch dann, wenn der gedachte Grenzwert o 
Oder — oo ist. Die Erganzung geschieht also, falls der Grenzwert an 
dem beiderseitigen Grenziibergange lim x ^ a hervorgeht und endlic 
ist, nach dem Grundsatze, dafi die im IntervaU mit Ausschlufi vo: 
X ^ a herrschende Stetigkeit auch hier fortbestehe. Bei a; = «, bzv 
x = ^ kann nur ein rechter, bzw. linker Grenzubergang in Betrach 
kommen. 


1) Ygl. bierzu E. Cesaro, Lebrb. d. algebr. Analysis usy'.; deutsch vo 
G. Kowalewski, p. 493. 
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Unter den nntestiminten Formen ist eine, auf die man die ubrigen 
zuruckfiilirt*, sie hat folgende Entstehung: 

Es sei /(x) = eine gebrochene Funktion mit stetigem Zahler 

nnd Ifennerj die beide bei dem Grenziibergange lim x ^ a gegen Null 
konvergieren, so dafi man wegen der Stetigkeit auch (p{a) = 0, = 0 

zu setzen hat. Man sagt dann, die Funktion nehme an der Stelle a 

die Form — an. 

Da (p{x) und 'il){x) bei dem Grenzubergange gleichzeitig unend- 
lich klein werden, so hangt der Grenzwert von der Ordnung des 
Unendlichkleinwerdens jeder einzelnen ab ( 49 ). Lafit sich hieruber 
auf irgend welche Weise ein AufschluB erlangen,. so ist die ganze Frage 
entschieden. Ein einfaches Beispiel dieser Art bietet die Funktion 




X — a 


n ? 


die an der Stelle x^ a die Form ^ annimmt. Sind n zunachst 

natiirliche Zahlen, so laBt sich vom Zahler wie vom Nenner der 
Faktor x — a abspalten, der allein das Verschwinden beider bei x>=^a 
zur Folge hat*, Zahlei* und Nenner werden unendlich klein von der- 
selben Ordnung wie x — a, daher ist 


/(a) - lim/(a:) = 

a?=<z 


1 ..j- 2 ^ 


+ a’ 


,m — 1 ■ 


+ 


— a"" 


Den Fall, daB m, n positive gebrochene Zahlen seien, die man immer 

als gleichnamig voraussetzen kann, also etwa n = fiihrt 

1 

man durch die Substitution x^ = = a auf den friiheren zurfick 

und erhalt schlieBlich dasselbe Resultat. 

Ein anderes wichtiges Beispiel solch direkter Erledigung bildet 
die Funktion 


/(«) = 


+ h a;fea:”‘+* 

6oa:" + 6ia:”+^H 


{m, n gauze ZaMeu) 


an der Stelle x 0. Vom Zahler laBt sich der Faktor vom 

Nenner der Faktor x'^ abtrennen; Zahler und Nenner werden sorait 
unendlich klein von der Ordnung n bzw., sofern x als GroBe 
erster Ordnung gilt; man hat daher 


/'(O) lim fix) == wenn m = 

a? = 0 

-= 0 , „ m>n-, 
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im letzten Falle richtet sich das Torzeiclien von oc nach dem Tor- 
zeiclieii Ton ^ und darnach, ob n — ni gerad oder ungerad ist; bei 

geradem n — m eihalt oc das Torzeichen von bei rmgeradem 
n — m recbts von Null das gleicbe, links von Null das entgegen- 
gesetzte Zeichen wie 

Zu einem oTlgemeinm Verfahren der Grenzwertbestinainung von 
Quotienten der eben betracbteten Art fiihrt der folgende Satz: 

1st lim = 0 und lim = 0 lei lima; = a, hesitzen ferneif* 
die als sietig iwausgesetzten FunJdicncn in einer (tibrigens beliebig 
engen) TJmgelimg you a (ev. mit AusschluB dieser Stelle selbst) eigeniliclie 

Differentialqiioiienien^ und I'onvergkrt gegen eine Grenze^ so ist 

(fix) 


iim 






dalei tvird tveiier vorausg(seizt, dafi in jener Umgehimg nirgends 
verscJnvindet. 

Wegen der Stetigkeit ist g:(«)== 0 , z^'(a) = 0 ^ daher kann ~~ 

auch in der Form geschrieben werden: wendet man hier- 

auf den erweiterten Mittelvrertsatz ( 74 ) an, dessen Voraussetzungen 
nacb obigem erfiillt sind, so ergibt sich, daB 

qF(a;)— cp{a ) ^ qp'(|) 
ip(x) — 'll} (a) 'ip'd) 

ist, wobei | eine z^vischen £C und a liegende Zahl bedeutet; mit x 
konvergiert also auch | gfgen a, mithin ist tatsachlich 




(2) 


Existieren, wie dies in der Eegel der Fall sein wird, 9 'lV), 
auch an der Stelle x ^ a und ist iilerdics 




Ip' (a)" 


Die Formel (2) yersagt, ■wern gleichzeitig Iim <p'(a ) = 0, lim ^'(ic)=0, 


Dann aber befindet man sich mit dem Bruche in der gleichen 
Lage wie mit dem urspiunglichen, und sind auch die iibrigen Be- 
dingungen des Satzes erfiillt, so gilt wiederum lim ^^ 7 ^ = lim 


daher auch 


7p\x) 


lim =*= lim ■ 




(4) 


1) Die in diesem Ansatze enthaltene Eegel hat Johann Bernoulli zuersi 
gefunden. Acta erudit. 1704. 



Anwenaangen aer jL;iuereuurd.i(|uuuit:utt5L*. § x. uuutjsjtiiiijjiie uormen. 


TTnter TJmstanden kann eiu solches Verhalten fortdauern bis zu 
den n— 1-ten Ableitungen einseblieBlicb; dann wird man als SchluB- 
ergebnis ei'halten: 




(.r) 




(o) 


Hiemacb wird das Verfabren zur Answertung der unbestimmten 
Form, wie man den Vorgang aucb zu nennen pflegt, in folgendem 

besteben: Man differenziere Zdliler iind Nenner des Bruches je 

fur sicJi iind wiederJiole dies so lange, lis man zu einem Bruche Tzommt, 
dessen ZliMer und Nenner niclit gleiclizeifig gegen Null Jconvergieren; 
der Grenzwert dieses Bruches ist zugleich der Grenzwert des ursprungliclien. 
Das Verfabren ist aucb dann anwendbar, wenn die kritsebe Stelle 
im Unendlicben liegt, d. b. wenn (p(x)j iIj(x) bei lim a; = oo (oder 
«= — oo) gleicbzeitig gegen Null konvergieren. Setzt man namlicb 

1 ^G-) 

a? =* j , so nimmt --- -- - die unbestimmte Form bei lim ^ = 0 (oder 

= — 0) an; nun ist aber 



wobeig?'^-^^ aus (p'(x) durcb dieselbe Substition bervorgebt; 

durcb Anwendung yon (2) ergibt sicb also 


lim = lim 


^7) 

(7) 




’■ lim 

3=+0 


it 





dabei muB im Sinne der Bedingungen des Hauptsatzes yorausgesetzt 
werden, daB es einen Wert von x gibt^ von welcbem an nicbt 

mebr verscbwindet. 

Beispiele. 1. Das an erster Stelle bebandelte Beispiel 




erledigt sicb mit ffilfe der Differentialrecbnung unmittelbar fiir be- 
liebige rationale m, n, indem nacb (3) 


/(a)= 


2, /(x)^ 


X — smoj 


gibt bei li^ a; == 0 nacb zsveiinaliger DijBferentia- 


tion: 


•flrw 1-1 — cos a; sina; 1 
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FaktoT; dessen Grenze 1 ist, wird scUieBlicli auch tiber das Intervall 
1 — £ bis 1 + s nicbt liinausgeben, so daB man, nnter 6, 6' ecbte 
Briiche yerstanden, setzen kann: 


= (^ + ea) (1 + b'b) = A + {e+Ae'+ ee’s) a. 

1st A + 0 luad wird 6<i^l genommen, so ist \ d Ad' + 66' a\ 
< 1 + 2 I J.|, somit 


[y(^) _ A 

'll) (X) 


< d, wenn s < 


1 -j“ 2 jd. I 


gewablt wird. 

Ist Oj so ist I 0 + Ad' + 66' e | < 1 + £, daber 

< d, wenn (1 + s) £ < d, wozu ausreiclit, daB a < ^ 
angenommen wird. 

Da d selbst beliebig klein festgesetzt werden tann, so bat man 
tatsachlicb, ob J. 0 oder A = 0 ist, 


<p(« ) 
II) (x) 


lim 


qp(x) 




= A <= lim 

Xsstx 


¥ (a?) ’ 


Um auf den Fall uberzngehen, daB z gegen eine endlicbe Grenze a 
konyergiert, seize man -x^ a + ^ nnd lasse 0 ins Unendlicbe wacbsen; 
man bat dann wegen 


Az(«+7) = -px'(a+7), 

wo unter x (^+'r) Hesultat der Substitution a; = a + 4 in 

x'(x) bedeutet, 


Um -^ = lim 





qp'(ic) 

'tp'ixy 


es gilt also dieselbe Regel wie bei dem Grenziibergange limii? ===== cx>. 
Voranssetzung aber ist, daB es eine Umgebnng von a gibi, in der 
tp'(x) nicbt Null wird. 

Sollte bei lim a; = a sicb wieder so yerbalten wie -5?-^ , 

tp (X) 'ip (x) ^ 

also neuerdings die Form ^ annebmen, so kann der Satz, wenn alle 

darin ausgesprocbenen Bedingungen erfiillt sind, yon nenem angewendet 
werden usw. 

Mitunter bedarf es nur einer andern Scbreibung, nm eine Funk- 
tion, welcbe die Form ~ annimmt, so darzustellen, daB sie die 

Form y erlangt; dies gilt beispielsweise yon ^ fur lim = y , 
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Tt 

cotg (2 4- 1) ® I . X 1 . r 

wenn man es m umsetzt, yon fur lim O’ = 0 , 

cotg a; ^ . 7 tx 

cotg-— 

» 2 

, 7tCC 
tor — 

^ 2 

wenn man 7t ^ dafiir schreibt. 

X 

v 

Beisjpiele. 1. Die Funktion /(x) = -^(^^ > 0) zeigt bei limir = 

nacb wiederboltem Differenzieren von Zabler nnd Nenner so lange 
die unbestimmte Form als im Nenner eine positive Potenz ver- 
bleibt; da dies aber, wie gro6 ancb n sein moge, einmal aufboren 
muB ( 76 , 1.), so kommt man schlieBlich bei einem ganzzabligen n zu 


lim ~ = lim ~ oo , 


bei einem gebrochenea, zwischen die ganzen Zahlen p und p + 1 
fallenden n zu 


lim = lim 

ywiW 

ajsico X 


n{n — 1) • • • (« — p)x^ 


lim ^ ^ ^ 

1 jp) 


Es wird also hei unendlicJi wachsendem x unendlich groji von Mlierer 

Ordnung als jede positive Potent von x. 

ixt • 

2. Bei der Funktion /{x) = -^ (^ > 0) , die bei lim a? = cx> die 

X 

Form — annimmt, fubrt schon einmalige Differentiation zum Ziele: 
denn 


1 


lim = lim 

as X 



1 



= 0 . 


Es tvird also lx iei unendlich tvacJisendeni x unendlich gro^ von 
niedrigerer Ordnung als jede positive Potenz von x. 

3. Unter der Voraussetzung a > 0 erlangt f{x) =« fur 

lim ic == + 0 die Form ~ 5 einmalige Anwendung des Satzes gibt 


a sec-aa; 

lim /(x) = lim = lim 

+ ^ ^ sec^r 

tga? 


a sin 2 a? 
sin2aar ^ 


und da der neue Brucb die Form 


0 


annimmt, so bat man weiter 


lim /(x) == lim 

Xaz + 0 


2 a cos2ar 
2acos2fla; 


= 1. 
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4. Auf die Funktion /(x) == , deren Zahler und Is eni 

bei lima;==.oc unendlicli werden, ist das Verfakren nicht anwendb 
weil die Ahleitung des Nenners, 1 — cos x, niemals aufhort Null 
werden; es zeigt sick dies auck darin, daB der Quotient der A 

leitunffen, v — , fiir limir==oo (oder —oo) keiner bestinimi 

Grenze zustrebt, yielmekr niemals aufkort, zwiscken 0 und + oo 
sckwanken. Trotzdem konvergiert die Funktion gegen eine bestimn 
Grenze, namlick 1, wie unmittelbar ersicktlich ist. 

81. Die Porm O • oo entstekt, wenn bei einem bestimmten Gre] 
iibergange lim x=^ a m f(x) == cp(x)il){x) der erne Faktor, z. B. 
gegen Null konvergiert, wakrend der andere gleickzeitig unendlick wi 
Man fiikrt diese Form auf eine der friikeren zuriick, indem m 

das Produkt in der Gestalt eines der Quotienten — sckrei 

cpix)-^ 

worauf die frukeren Satze und Metkoden angewendet werden konm 
sofern die hierzu erforderlieken Voraussetzungen erfiillt sind. 

Beispiele. ‘^•/{x) == x'^(lxY nimmt bei lim a; = + 0 die Form 0* < 
an, wenn m, n positiv ^nd; beziiglick n werde nock vorausgeset 
daB es so besckaffen ist, daB bei dem Grenzubergange reell bleil 

(IxT 

Sckreibt man die Funktionen in der Form so tritt der Fall £ 

X ^ 

ein, man kat also , 


lim f{x) = lim 


n(lx)^ ^x 


m .y- Wi ^ 


die Form bestekt weiter, wenn n > 1. Ist n eine ganze Zakl, 
ergibt sick nack ^^-maliger Wiederkolung des Prozesses 

lim /(x) = lim a;'" = 0; 

ir=+0 ni 

liegt kingegen n zwiscken zwei ganzen Zaklen p und p + 1, so k 
man nack p + 1-maliger Wiederkolung 


lim /(x) 

a; = + 0 




p 61^ Bruck ist, dessen Zakler gegen Null konvergie 

und dessen Nenner unbegrenzt wackst. 

Man kann den vorliegenden Fall iibrigens durck die Substitutic 
X = auf einen frukeren zuriickfukren; es wird namlick 


/(*) = 


(_i)« 
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und da lira -r 0 zur Folge hat lim ^ oo, so ist mit Berufung 
auf 80, 1: 

lim /(oo) lim = 0. 


+0 


til mz—<xi & 


2. /{x) = x{a^ — l), 


worin a>0, erlangt sowohl fiir lim x ^ oo 
als auch fiir lim x ^ — oo die Form oc • 0; schreibt man dafur 

^ ^ und setzt — = so wird 

X ’ 


X 


f(x) = 


or— 1 


und nimmt fiir lim ^ = 0 die Form an; man hat also nach 79 : 
lim /(x) = lim - ^ == lim 

82. Die Form oo — oo tritt bei /(x) = (p(x) — rl^ix) ein, wenn 
bei einem bestimmten Grenziibergange lim x ^ a Minuend und Sub- 
ti*ahend gleichzeitig gegen oc oder — oo konvergieren. 

Man kann nun you der Differenz auf verschiedene Weise auf einen 

Quotienten iibergehen, der dann eine der Formen ^ annimmt; so 
kann /(x) umgestaltet werden in 




tp{x) ^ ^(xf 


y tJ' y C 


qp {x) ip {xy 


und man hat es im ersten und dritten Falle mit im zweiten mit 


oo 


zu tun. 


BeispieU, 1. fipo) == ^ r- ” ^ ist bei a; = 0 nicht definiert und 
nimmt fiir lim a; = 0 die Form oo — oo an, in der Gestalt /{x^ = 
aber die Form 4* ^5 also 

2x — siii2£C T 2 — 2 cos 20 ? 


lim /(x) =* lim 

x ==0 

= lim 
= lim 


2x sin-oJ + £C® sin 2iC 
4sm2ae 


lim 


2 sin^a; + 43? sin 23; ~p 2 jj® cob 23? 


6 sin 235+ 1235 cos 235 — 435^ sin 235 
8 cos 235 


24 cos 235 — 3235 sin 235 — 835 ® cos 235 3 

2. /(x) == p — cotg^x, das bei lim 35 = 0 in unbestimmter Form 
erscheint, kann umgestaltet werden wie folgt: 



Anwenaungen uer i^iatjrBiibiaKiuuifieuLeu, § i. i^auesLiuimiie jrorinen. 


/{x) = 


sm-x — cos-.'T 
£t*- sin-ic 

sin a; + a; cos x sin a; — x cos x x- 
X x^ sin -a; 

sin a; — x cos x 


/sin a* , \ si 

= (~- + oosx)- 


(— ) = 

\sin X/ ' 

der erste Faktor konvergiert gegen 2, der dritte gegen 1; der mittlere 
der die Form ~ zeigt, gegen die Grenze -|-(79); folglich ist 


lim/(a:) =|-- 

x = 0 ^ 


3. /(x) X — Y^x — a)(x — h), worin die Wurzel positiv zu 
nehmen ist, nimmt far lim x = oo die Form oc — oc an, geht abei 

durcli die Substitution x ^ liber in 

z 

1 — ]/(l — az)(l — hz) 


das fiir lim ^ + 0 die Form 

lim f{x) = lim 


erlangt; mithin ist 
a(l — hz) -[- &(1 — az) a + & 


Der Fall laBt sicb indessen durcb algebraiscbe Umgestaltung 
es ist namlich. auch 


elementar erledigen, 


/{x) = 


x^ — {x — a) (x — h) 


(a + h)x — ah 


a + & 

' X 


X -i-y{x — a) (a; — h) x +]/(a; — a){x — h) 




woran der Grenziibergang lim x ==^ co unmittelbar ausgefiihrt werden 
kann. 


4. /(x) cos a; Z sina; — Z tg Y zeigt bei lim a; = + 0 die Form 
oo — oo, laBt sicb aber wie folgt umgestalten: 

cos a?Z ( 2 sm Y cos Yj — Z smY + Zcosy 

== cosx-12 — (1 —cos®)? sia Y + (1 + cos®)? cos* ; 
das erste Glied koavergiert gegea ?2; das zweite gegen Null, well es 


2 

in die Form — ~ — gebracht werden kann (80, 2.); das dritte gegen 0; 


folglich ist 



lim /(a?) = Z2. 
«=+o 



Die Fomen 0 \ 3C‘’, 1^'. 


14c 


83. Die Formen O®, entspringen aus einer Funktior 

des Banes ~ wenn bei einem bestimmten Grenziiber- 

gange lim cc = a gleiclizeitig 

lim 93 (x) = 0 , lim 2 lf(x) = 0 
Oder lim (p(cc) = oc^ lim i/ffjr) = 0 

Oder lim <p(a:) = 1, lim = oc (oder — oc) 

wird- damit eine solche Funktion wohl definiert sei, ist nocb erforder 
licli, dafi g)(x)>0 sei. 

Schreibt man y^(cc) in der Form einer naturlicken Potenz: 

/(ai) = 

so nimmt der Exponent in alien drei Fallen die Form O-oc an 
Hierdnrcb ist die vorliegende Aufgabe auf den Fall 81 znriickgefuhri 
Beispiele. 1. /(x) == of erseheint bei lim rc = + 0 in der Form 0^ 
schreibt man dafiir und beachtet, dafi der Exponent gegen 0 kon 
vergiert (81, 1 .), so ergibt sich 

lim /(x) = 1 . 

a:= +0 


2 . /(x) == (tgir)°°®* nimmt bei lira a; ^ — 0 die Form co® an 
schreibt man /'(a?) = so zeigt der Exponent, in der Gestal 

geschrieben, die Form nnd sein Grenzwert ist 

sec tC 

sec®ic 

T tofic T. sec a; secictffOJ t 1 

hm — — = lim 1 — 5 — ~ lim ^ ^ lim -r = U: 

sec£rtg£c tg-a: 2 tg a: sec- a? 2 sec a* 


daher hat man 


lim /(x) = 1. 


a;=|-0 


3. Fiir lim 5 = 00 und ein beliebiges, aber bestimmtes x erlang 
die Form 1*^ . Bringt man es in die Gestalt e ' und ei 

mittelt 


‘(*+ 7 ) 

lim ' " 


' lim 


- 4 

so kommt man zu der wichtigen Formel 


^ lim 


X 

1+4 


= ar, 


lim(l + y)' = e", 


die eine Erweiterung der Formel 47, {lA) bildet. 

Ozuber, Hbhere Mathematik. 


10 
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b 

4. Auch /(x) == (cos axY"" wird bei lim x^O unbestimmt in der 

hi cos ax 

Form 1*; setzt man aber in e um, so wird der Exponent un- 

bestimmt und sein Grrenzwert ist 


so dafi 


lim 


— a&smaaj t — a~h ax 

= lim ; 

2x COS ax 2 cos ax — ^ax sm ax 


lim /{s^ = e 

a ;=0 


a^b 

2 


a-6 
2 ^ 


84. Yermischte Beispiele. Nacbstehende Funktionen nehmen 
bei den verzeicbneten Grenziibergangen die danebenstebenden Grrenz- 
werte an: 


tga; sin a: — xco&x tgax — ax x — sin a? 
X ^ x^ ^ tgbx — bx’ tgx — x’ 




lim X = 


^ 1 <2® 


sin x — cos X 
sin 2a; — cos 2 a; — 1 


, lim X 


iL. 

4 ’ 2 A 


1 

2 ^ 



2^ sin— (lim x = oo; a). 

2 

(a - x) x = a-,^y 

2x tgx ^ 7t sec X ^lim a? = y ; — 2^ • 
A 

x^ (lim X = oc- 1). 
(sinrj;y®''''(lim rr = + 0; 1). 
(tga;)^®^*(lim a; = + O5 1). 


§ 2. Maxima and Minima expliziter Funktionen einer Variablen. 

86. BegrifT der extremen Werte einer Funktion. In dem 

Verlaufe einer nicht monotonen Funktion sind solcbe Stellen von ber 
sonderer Bedeutung, an welcben ein tJbergang Yom Wachsen zum 
Abnehmen oder umgekebrt stattfindet. Die zugehorigen Funktions- 
"werte trennen die Kontinua, die von der Funktion nacbeinander im 
abwecbselnden Sinne durcblaufen werden; man bezeicbnet sie als ex- 
tr&tne Werte der Funktion oder kurz als deren Extreme. 

Die im Intervall (a, stetige Funktion f(x) bat an der Stelle 
X — a im Innem des Gebiets einen relativ groBten Wert oder ein 



Beispiele unbestinimter Formen — Gew-olinliche Estremt'. 

Maximum, -n-eiiii sie daselbst vom Wachsen zum Abnehmen iibergel 
und einen relativ kleinsten Wert oder ein Minmum, wenn sie to 
Abnebmen zum Wachsen ilbergeht. Praziser und fiir die analytisd 
Yerwei-tung geeigneter gesagt, findet ein Extrem start, wenn sicb eii 
positive Zabl d angeben laBt derart, dafi entweder 

/(a — )i) </{a) > /{a -j- h) , 

Oder /{a - h) >/(«) < /{a + %), t : 

SO lange die positive Variable li der Bedingung 

h<d 

geniigt; die Beziebung (1) kennzeicbnet ein Maximum, (2) ein Minimui 

Die zulassige GroBe von d hangt davon ab, wie haufig die Fun 
tion den Sinn ibrer Anderung wecbselt; bei Funktionen, bei dem 
Maxima und Minima in rascber Folge abwecbseln, vrird 6 klein g 
wablt werden miissen; fiir die Zweeke der folgenden Untersucbur 
kann d beliebig klein gedacbt werden. 

Die Begriffe des Maximums und Minimums sind von den B 
gidffen des groBten und des kleinsten Wertes der Funktion im Inte 
vail (a, wobl zu unterscbeiden; der groBte Wert scblechtweg brauc 
nicbt mit einem Maximum und der kleinste Wert nicbt mit eine 
Minimum im Sinne der obigen Definition identiscb zu sein. Bei d 
Beurteilung dieser Frage muB der ganze Wertevorrat der Funktio 
miisseu also aucb ibre Werte an den Enden des Intervalls in Betrac 
gezogen werden. 

Die Feststellung der extremen Werte bat in den angewandt< 
Gebieten besondere Bedeutung, weil es sicb bier baufig darum bande’ 
gerade diese Werte zu erzielen. 

86. Notweudige Bediugimg bei Yorhandensein einc 
eigeutlichen DifiTereutialquotieziten. Der Ubergang vom Wacbs< 
zum Abnebmen oder vom Abnebmen zum Wacbsen kann in v€ 
sebiedener Weise vor sicb geben. Der gewdbnlicbe, die Regel bilden< 
Fall ist der, daB die Funktion eigentlicbe Differentialquotienten b 
sitzt bis zu jener Ordnung, die bei der Dntersucbung nocb in Betrac 
kommt. Unter dieser Yoraussetzung laBt sicb zunacbst der Sa 
nacbweisen, daB an einer SteUSj an welcher die FunJition ein Extre 
erlangt, iJire AUeitung noticendig verscliwindet. 

Im Falle des Maximums folgt namlicb aus (1), daB 

fig — 70 —/(a) ^ ^ /(a + h) —/(a) ^ ^ 

~ h ^ ’ 

und da beide Quotienten mit lim7^ *= 0 gegen eine und dieselbe Gren 
konvergieren, so kann /"(a) weder positiv nocb negativ sein, es i 
also notwendig gleicb Null. 


10 



148 Anwendnngen der Differentialquotienten. § 2 . Maxima und Minima usw. 

Im Falle des Minimums ist wegen (2) 

/(« ^ n /(a + 70 -f {a) ^ ^ 

— ^ < u ^ u 

und die gleiclie SdiluBfolgerung zu der Erkenntnis, dafi not- 

wendig /'(a) = 0 sein musse. 

Hiernach lautet die erste Regel: Um die Stellen m finden, xtn 
tvelchen eine mit mie^n eigentlichen Bifferenticdqiiotmiten legalte Funk- 
tion /(x) extreme WeHe anneJimmt kann, seize man f(x) = 0 und lose 
diese GJeichung nacli x auf. 

Die bedingte Formulierung ist dadurcli geboten, daB ja /\x) aucb 
an einer Stelle Null warden kann, in deren Umgebung /(x) wacbst 
Oder abnimmt (71). 

Die unmittelbarste Entscbeidung dariiber, ob /(x) an einer Stelle 
X ^ a, die aus /(x) = 0 als Wurzel bervorgebt, tatsacblicb einen ex- 
tremen Wert erreicbt, bestebt in der Untersucbung des Verbaltens 
von /'(x) in einer beliebig engen Umgebung (a — 8, a + d) in Bezug 
auf das Vorzeicben. Ist /'(x) in (a — 8, a) positiv, in (a, a + d) 
negativ, so ist /(a) ein Maximum, bei dem umgekebrten Verbalten 
ein Minimum. 

Die Funktion /(x) ^ 2x^’— Sx^+ b beispielsweise bat die Ab- 
leitung 

/\x) Qx(x — l)j 

die an den Stellen x = 0 und x =>1 verscbwindet. Nun ist, sobald 
0 < d < 1 , 

d) = 6 d(d + 1 ) > 0 , /'(d) = -- 6 d(l - d)< 0 , 

daber /(O) =* b ein Maximum 5 femer unter der gleicben Voraussetzung 

f(l-8) = - 6 d(l - d)< 0 , /'(I + d) = 6 d(l + d) > 0 , 

daber /(I) = & — 1 ein Minimum, 

87. Unterscheidung zwischen Maximum uud Minimum. 

Bei Existenz aucb boberer eigentlicber Differentialquotienten laBt sicb 
die Entscbeidung auf Grund dieser systematiscb treffen. 

Da ein Maximum dadurcb gekennzeicbnet ist, daB innerbalb einer 
genugend eng begrenzten Umgebung 

/(a - h) > 0, /'(a) = 0, /'{a + h)<0, 

SO folgt, daB 

/'{a — h) >/'(«) > /'{a + h), 

daB also /'(jm) in der Umgebung von a abnehmend ist; infolgedessen 
ist /"{a) < 0 Oder = 0. 

Einem Minimum entspricbt das durcb die Ansatze 
/(a - Ji) < 0, /'(a) = 0, /(a + A) > 0 
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gekennzeichnete Verhalten von /'{x), das zu 
/'(a — h) </'(«) < /'(« + 

fiilirt Tind zeigt, dafi /'(a) in der Umgebung von a wachsend is 
folglicli ist /"{a) > 0 oder = 0. 

Sieht man also von dem Falle /"(a) = 0, der noch keine Er 
scheidung bringt, ab, so kann als zweite Regel ausgesprocben werde 
j, Wenn an der aiis /'(x) = 0 herecimeten SieUe a f'ia) < 0 /. 
so ist /{a) ein Ilaxiimun, hingegen ein Minmiim, icenn /"(«)>0 I 
Es steht fest, daB in der Umgebung der Stelle eines Ma 3 

mums abnehmend, in der Umgebung der Stelle eines Minimur 
wachsend ist; wenn dabei /"(a) == 0 ausfallt, so zeigt f’{x) in d 
Umgebung des Maximums folgendes Yerbalten: 

fla^hXO, /»-0, /> + 70<0, 
so daB ^ + ^0? 

in der Umgebung des Minimums das Verhalten 

%)>(), /» = 0, /"(a + 70>0, 
so daB /"{a — Ti) > /'\a) < /"(a + 7^); 

es ist also im ersten Falle /"{a) selbst ein Maximum, im zweit< 
Falle ein Minimum von /"{x), infolgedessen /'"(p) = 0 und /^(c 
wenn es nicht verscbwindet, negativ, bzw. positiv. 

Daraus ergibt sich die weiter tragende Regel: Wenn an der Ste 
X =‘ die aus /'(x) = 0 'berecimet wm'den, /"{x) verschwindet, so Jca) 
/(x) einen extrem&n Wert daselbst nur dayin erlangen^ tvenn au 
/'"(a) = 0 ist] die Entscheidmig ist dann endgiltig mbglichy wefi 
X\a) 4= 0? ist fia) ein Ilaximion oder Minimum, je nac 

dem Xid) < 0 oder > 0 ist, 

88. AUgemeiues Eiriterium. Um ein aUe MogHcbkeiten ui 
fassendes Kriterium zu gewinnen, setzen wir voraus, es sei auB 

/'(a) = 0 auch f\d) = 0, /'"(a) == 0, = 0, hingeg 

X\ci) 4= 0. Die mittels /'(a;) gebildete Funktion 

(n. eine positive gauze Za 

(a: — a)” ' 

zeigt dann bei Rm a? = a die unbestimmte Form die bei Anwendm 

des in 79 entwickelten Yerfahrens aucb nach Imaliger Differe 
tiation von Zabler und Nenner nock anbalt, so daB auch 

= lim 

x^a (x — a)” n{n — 1) • • • 2 (a; — a) 

noch nicht zur endgiltigen Bestimmung des Grenzwertes fuhrt; da ab 
Um =. /(«)(a) 

x^a x — a ^ ^ 
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ist, so vrird 


lim 


f[x} — fia) 




woraus der furnnserEZweck'W’esentliclie tlmstand folgt^ daBy^(i??) J^{p-) 
BcWiefilicli, d. h. in einem gehiigend engen Intervall (a — d, a -f d), 
das Torzeichen Ton (a; *— besitzt. 

Ist nun n (ferad, so hat /(x) — f{ti) in der ganzen durch dieses 
Intervall bezeichneten TJmgebung bestandig dasselbe Vorzeichen, und 
zwar das von folglich ist /(a) ein Minimum, wenn /(”)(a)>0. 

ein Maximum, wenn < 0 ist. 

Bei ungeradem n hingegen wechselt f(x)—/{ci) sein Yorzeichen 
beim tJbergang Ton der einen Seite der SteUe a zur andern, es findet 
ein extremer Wert nicht statt; vielmehr ist f{x) in der TJmgebung 
von a Tvachsend, wenn > 0, abnehmend, wenn < 0 ist. 

Demnach lautet die alle Palle umfassende Regel: An einer SteUe 
X *= a, die der Gleichimg /'(x) = 0 ge^iiigt, erlangt /{x) ein Exirem nur 
dann. icenn die ndcliste an dieser SteUe nicht verscJnvindende AUeitung 
von gerader Ordnung ist; ist sie negativ, so ist /{a) ein Maximum, 
dagegen ein Minimum, wenn diese Ableitm%g ;positw ist. 

Bei der Darstellung von /(x) durch die Ordinaten einer Kurve 
hat das gemeinsame Merkmal von Maximum und Minimum, d. i. 
/'(a) = 0, eine anschauliche Bedeutung’, es besagt, daB in den Punkten 
der Kurve, zu welchen exti'eme Werte von /(x) gehoren, die Tan- 
gente parallel ist zur Abszissenachse (56). 

89. Beispiele. 1. Die in 86 behandelte Funktion /(x) 
— + h erledigt sich mit HiKe der zweiten Ableitung /"{x) 

= 12x — 6, vrie folgt: es ist 

/"(O) == — 6 < 0, daher /(O) ==* h ein Maximum, 

/"(I) « 6 > 0, daher /(I) = & — 1 ein Minimum. 


2. Ftir f{x) = ~ ergibt sich durch NuUsetzen von /'{x) — 

x^e als die einzige SteUe, an der ein extremer Wert stattfinden 
kann; da femer /"{x) = somit/"(e) == ^ < 0, so ist /(e) = ^ 

der Maximalwert der Funktion. 

3. Die Frage, ob es ein Logaritbmensystem gibt, in dem einmal 
der Logarithmus mit dem ITumerus iibereinstimmt, kaiin in folgender 
Weise erledigt werden. Setzt man 


log^x-x^y, a>l, 

80 hat man es mit einer Funktion zu tun, die sowohl fiir kleine . 
(unter 1 liegende) als auch fur groBe positive Werte von x negativ 
ist; wenn also ihr Maximalwert positiv oder Null ist, so tritt der 
Fall ^ = 0 notwendig (zwei- oder einmal) ein (Bl, 3). 
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, log e 

Nun ist y == — ^ 1, versch-svinclet bei x = log„ e, ist vor dieser 

Stelle positiv, jenseits derselben negativ, folglicb ist 

logaloga^-logae 

ein Maximum^) von jy; man bat also zur Losung der Frage den Ansatz 
logjog^e-log^e>0, 

^oraus 

, log e 


log e 

— -^1, 


1 

log„e^ ^ 1 

Tind schliefilicli a <C = 1,444667 •• • folgt. Kur in solchen Loga> 
ritlimensystemen tritt also der oben erwabnte Fall ein, deren Basis 
unter dieser Zabl liegt. 

4. Handelt es sicL. um die Extreme einer Fnnktion, welche die 
Form eines Brucbes — besitzt, dessen Zahler und Nenner von x ab- 

hangen, so kann die Recbnung eine wesentliche Vereinfacbung er- 
fahren. Znnacbst ist fiir das Verschwinden von 


/» = 


U V — tiv 


V‘ 


notwendig, daB 

u'v--uv'=^0 (a) 

sei, wenn nicbt fiir den ans dieser Grieicbung berechneten Wert x ^ a 
ausnabmsweise aucb -y = 0 ist. Diesen Fall ansgescblossen, bat man 
weiter 

r'v N {u"v — uv")v^ — — uv') 

/ W — ? 

also 

Mitbin bat man nur den Ausdruck 


u"v — uv" (/i) 

auf sein Vorzeicben zu priifen, um iiber Maximum oder Minimum zu 
entscbeiden. 

So lautet fiir J^(x) = die Gleicbung (a) 

x^-1^0 


1) r 


kann nicbt verwendet werden, well man iiber das Yor~ 


zeicben von log e von vorneberein nicbts aussagen kann. 
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nnd der Ausdiuck (/3) — 4a.-; er ist fiir a; = — 1 positiv, fur a: = 1 
uegatiy; folglich ist 

/(— 1) == I ein Minimum, /(I) = 3 ein Maximum. 

5. Die Zahl a ist in zwei Teile zu zerlegen derart, dafi das Pro- 
dukt dieser Teile den groBtmoglielien Wert annekme. 

Ist der eine Teil x, so ist a — x der andere, und es handelt sick 
um das Maximum von 

/{x) = xia — x). 

Aus f{x) = a — 2a; = 0 folgt ^ /”(^) = — 2 negativ 

ist, so ist tatsacklick 

/© = ? 

der groBtmogliclie Wert des Produktes. 

Auf diesen einfacken Fall lassen sick manckerlei Probleme zuruck- 
fukren; als Beleg dafiir mogen die folgenclen dieiien. 

a) TJnter den Recktecken Yon gegebenem Umfange 2a jenes von 
der groBten Flacke zu bestimmen. 

HeiBt eine Seite des Recktecks x, so ist a — ic die andere; es 
soil also x{a — x) ein Maximum werden. Das verlangte Reckteck 
ist demnack das Quadrat. 

jd) Unter den einem gegebenen Kreise Yom Durchmesser a ein- 
gesckriebenen Recktecken dasjenige Yon der groBten Flacke aufzu- 
sucken. 

Ist X die eine Seite des Recktecks^ so ist das Quadrat der anderen 
< 2 “ — x^j xYa^ — die Flacke;, ikr Quadrat x^ia^ — x^) wird ein Maxi- 
mum fur == y, die Flacke selbst ist dann ebenfalls ein Maximum 

= ^ und der Gestalt nack ein Quadrat, weil x=^Va^’— 

2 y2 

y) Den EleYationswinkel bei dem sckiefen Wurf zu bestimmen, 
bei welckem sick die groBte Wurfweite einstellt. 

HeiBt c die Wurfgesckwindigkeit, g die Besckleunigung der 

Sckwerkraft und x der EleYationswinkel, so ist — — ^ — ^ ^ dieWurf- 

weite; sie wird zu einem Maximum, wenn sinir cosic oder sin^^c cosmic 
~ sin^rr(l — sin®:r) seinen groBten Wert erlangt; dies aber gesckiekt 

1 7C 

fur sin^£C— also for d. i. bei einem Winkel you 45®. 

8) Die Hokenlage der OfEnung in der Seitenwand eines bis zu 
einer gewissen Hoke mit Flussigkeit gefiillten GefaBes zu bestimmen, 
bei welcher die AusfluBweite am groBten ist 

Bedeutet li die Tiefe der korizontalen Grundebene und x die 
Tiefe der Offinung unter dem Flussigkeitsspiegel, so ist die AusfluB- 
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weite 2 yxQi — x)] sie wird am groBten^ wenn x(Ji — x) ein Maximum 
erreiclit, und dieses tritt fur ein. Die AusfiuBweite selbst ist 

dann x = Ji. 

s) Einem Dreieck ein Rechteck derart einzuschreiben, daB eine 
Seite des Rechtecks in die Basis des Dreiecks fallt und seine Flache 
moglichst groB wird. 

Bezeichnet man mit c, li Basis und Hobe des Dreiecks und mit 
X den Abstand der gegeniiberliegenden Recbtecksseite von der Spitze, 

so driickt sick die Rechtecksflaclie durch —xQi — x) aus, wird also 
ein Maximum , wenn x = ^ 

6. Einer Kugel einen Kegel von maximalem Volumen einzu- 
scbreiben. 

Ist r der Radius der Engel und x der Abstand ihres Mittel- 
punktes von der Eegelbasis, so hat das Volumen des Kegels deal 
Ausdruck 

^ = Y x^) (r + x). 

Der variable Teil, £i-) (r + a?), erlangt ein Maximum, wenn 

2rx — 3a;- == 0, 

d. h. wenn a; = y; die andere Wurzel, x ^ — r, fiihrt auf einen be- 

8 2 ?^ 8 

langlosen Grenzfall. Es ist demnach maxa; = 'Y^r^, d. i. — vom 
Inhalt der Kugel. 

7. Einer Kugel einen Kegel von maximaler Mantelflache einzu- 
schreiben. 

Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen ist die Mantelflache 
If = *l/2r(r^ — a;^)(r + a;). 

Hiernach hat derselbe Kegel, dessen Volumen ein Maximum, auch die 
groBte Mantelflache; max Jf = ^r^j/3. 

8. Aus einer Ejreisscheibe einen Sektor so auszuschneiden, daB 
der aus dem Rest der Scheibe geformte Trichter einen miiglichst 
groBen Fassungsraum besitze. 

Bezeichnet r den Radius der Scheibe, x das Bogenmafi des Zentri- 
winkels des restlichen Sektors, so ist das Volumen des kegelformigen 
Trichters 


» - f O'- 't o’ - O’ • 

Setzt man {^) ”= i/s so handelt es Bict um das Maximum von yYl—y 
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Oder yon 2/^(1 —2/); dieses tritt ein fur 2y — Bif^= 0, also, von der 
belanglosen Bestimmung y = 0 abgeseben, fiir 2/ = mithin fur 

X = 2n:]/|-, d. i. fiir eineu Zentriwinkel yon 293^ 9i, und zwar ist 

maxi? = I? r^yS- 

9, An den Ecken einer rechteckigen Tafel sind quadratische 
Ausschnitte anzubringen derart, dafi der aus dem Rest geformte pa- 
rallelepipedisclie Bebalter einen maximalen Fassnngsraum annehme. 

Sind a, i die Seitenlangen des Recbtecks, x die Seite des Aus- 
schnitts, so ist der Inhalt des Behalters 

V = (a — 2x') (h — 2x)x = 2(a + l)x^+ ahx. 

Zur Bestimmung yon x hat man also die quadratische Grleichuiig 
12 x^ — 4(a + h) X + ab^ 0, 

deren Wurzeln 

a-^h — a h y — ah 

X^ = g , ^ 

sind; die zweite Ableitung, 24a? — 4(a + &), nimmt an diesen Stellen 
die Werte 

— -h 6^ — ahj ^Ya^ + — ab 

an, so daB x^ zu dem yerlangten Maximum fiihrt. Der zweiten 
Losung X 2 wiirde arithmetisch ein Minimum entsprechen; mit Bezug 
auf das gestellte Problem ist sie aber unzulassig; denn, ist b die 
kiirzere der beiden Seiten, so ist 


b — 2 X 2 


26 — a — ya^ + 6 ^ — ah 
3 


<0, 


weil (2& — 46(a — 6) < a^ + 6^— a6 = — 6(a — &), da- 

her 20*2 > b und der Ausschnitt nicht moglich. 

10. Es sind zwei Punkte A, B und eine sie nicht trennende Ge- 
rade XX' gegeben (Fig. 37). Man soH den kiirzesten fiber einen 

Punkt yon XX' fiihrenden Weg yon 
A nach B bestimmen. 

Einem Grundsatze der Geometrie 
zufolge wird der Weg aus zwei gerad- 
^ linigen’ Strecken sich zusammensetzen, 
A, " so daB es darauf ankommt, den Punkt 
Fig. 37 . P in XX' so zu bestimmen, daB . 

AB + PB ein Minimum werde. 
Setzt man AA'=a, BB'^b A'B'-=-€, A'P^x, so ist 

S = + ]/5*+(c-a;)2, 
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und die notwendige Bedingung fiir ein Extrem lautet: 
ds X c — X 

^ ~ y a + a:"* ~ («) 

Oder in den Linien der Pigur ausgedruckt: 

AF BP ’ 

daraus schlieBt man auf die Ahnlichkeit der Dreiecke AA'F und 
BB'P und Meraus wieder auf die Gleichheit der Winkel X'PA und 
XPB. Die Konstruktion von P gesckiekt in der Weise, daB B'B^ 
= BB' gemacht und A mit B^ verbunden vrird. 

Hiernacb ist das Reflexionsgesetz ein Okonomiegesetz der Natur: 
die Portpflanzung des Licbtes, des Scballes u. a. durch Reflexion er- 
folgt SO; daB von einer Stelle zur andern der kiirzestmoglicbste Weg 
erforderlich ist. 

Die direkte Verfolgung der Bedingungsgleicbung (a) fiibrt nacb 
Beseitigung der Irrationalitaten und der Nenner zu der quadratischen 
Gleichung 

— aF) + 2a^cx — o?c^^Q, (/3 ) 

und diese gibt die beiden Wurzeln 


ac ac 

die erste leitet auf die gefundene Losung bin; denn aus der bervor- 
gebobenen Abnlicbkeit folgt 


vroraus 


APia^{c-AP) :h, 


A'P^ 


ac 




Die zweite Losung ist der gestellten Aufgabe fremd und riibrt daber, 
daB die Gleichung (j3) umfassender ist • als (a) infolge der ausgefubrten 
Quadrierung; die Gleichung {^) schlieBt aucb die Bedingung fiir das 
Maximum von AP — BP oder von 


Ya^ + x^ — + (c — x)- 

in sicb und bierfiir gilt x^, das den Scbnittpunkt Q der Geraden AB 
mit XX' bestimmt; in der Tat ist 

AP-PB<AB, 

daber AB der Maximalwert der Differenz AP — PB, welcber sicb 
dann einstellt, wenn P mit Q zusammenfallt. 

Man batte aucb von der folgenden Betracbtung ausgeben kdnnen. 
Der Ort der Punkte P, fiir welcbe AP + PB einen bestimmten 
konstanten Wert s bat; ist eine Ellipse mit den Brennpunkten AB 
und der groBen Acbse $ (Pig. 37); die kleinste unter diesen (konfo- 
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talen) ElUpsen^ welche mit cler Geraden XX' reelle Punkte gemein 
haty ist diejenigej welclie sie beriilirt; der Berdhrungspunkt bestimmt 
die Losang der Aufgabe and hat nach einer bekannten Eigenschaft 
der EUipsentangente eiae solche Lage, daB X' PA == ^ XPJB, 

11. Es sind zwei Punkte Ay B and eine sie trennende Ebene MM' 
gegeben (Fig. 38). Man soli den Weg von A nach B bestimmen, 

welchen ein Bewegliches in der kiirzesten 
Zeit zuriicklegt, wenn es sich von A bis 
zar Ebene mit der Geschwindigkeit u and 
von da ab bis B mit der Geschwindigkeit v 
bewegt. 

Der Weg wird sich notwendig aus zwei 
geradlinigen Strecken zasammensetzen and be- 
stimmt sein, sobald man den Pankt P der 
Ebene kennt, iiber welchen er fiihrt. Von diesem laBt sich ferner 
erweisen, dafi er in die Verbindangslinie der orthogonalen Projektionen 
A'y B' von Ay B aaf MM' falle, daB der Weg selbst also in der 
darch Ay B za MM' gelegten Normalebene verlaafe. Denn za einem 
Wege wie AQBy der iiber einen Pankt Q aaBer fiihrt^ laBt sich 
immer ein Weg finden, der in kiirzerer Zeit zariickgelegt wird als 
AQB*y man braacht nar QP senkrecht za A'B' za ziehen, and er- 
kennt sogleich; daB AP<AQ, BPc^BQ, daB also aach APB in 
kiirzerer Zeit zariickgelegt wird als AQB. 

Ist AA! ^ Qy BB'^iy A'B'^Cy A'P^Xy so ist die fiir den 
Weg APB erforderliche Zeit 


Fig. 38- 




• xy 


and ihr kleinster Wert ergibt sich, wenn P so gewahlt wird, daB 

dt __ X C--X _ ^ 

+ yf/fe - -j- (c — a;)- ^ 

Oder in den Linien der Pigar aasgedriickt, daB 

1 X P _ 1 ^ 

u AP V * PP ’ 


bezeichnet man also die Winkel, welche die Wegteile AP and BP 
mit dem Lote zar Ebene einschlieBen, mit ct, jS, so ist der verlangte 
Weg darch die Beziehang 

sia a 

sin § V 

gekennzeichnet, wonach das Sinasverhaltnis der genannten Winkel 
gleich sein maB dem analog gebildeten Verhaltnis der Geschwindig- 
keiten. 
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Man erkennt hierin das Refraktionsgesetz der Optik. Die Fort- 
pflanzung des Licktes aus einem Medium nach einem you anderer 
optischer Dichte gekt also so vor sick, da6 das Lickt von einer 
Stelle zu einer andem in moglickst kurzer Zeit gelangt. 

12. Ein Kreiszylinder von gegebenem Volumen ist so zu formen, 
dafi er eine moglickst kleine Oberfiacke erkalte. 

Bezeicknet man Radius, Hoke und Volmnen des Zylinders mit 
X, V, so ist seine Oberfiacke 

0 = 27tx{x +• y) , 

und weil Ttx^y auck 

0 = 27cx(x + -^) = + - 

\ inca,-/ X 

sie erlangt ikren groBten Wert, wenn 

2ctx — = 0 , 

also ^ = 2/===”|/~; so ist y = 2x, der frag- 

licke Zylinder also gleickseitig; min 0 ~ 31^2 :nrr^. 

90. AuBergewohnliche Extreme. Darunter werden solcke 
Maxima und Minima yerstanden, die mit einem besonderen, von dem 
biskerigen abweickenden Verkalten des Dijfferentialquotienten yerbunden 
sind und daher durck das in 86 entwickelte Verfakren nickt gefunden 
werden konnen. 

1. Wenn die abgeleitete Funktion /'(cc) an einer Stelle x ^ a 
aufkort definiert zu sein, wenn aber /{x) selbst an dieser Stelle be- 
stimmt ist und einen linken und einen rechten Differentialquotienten 
zulaBt, die ungleick bezeicknet sind, so ist /{a) ein Maximum oder 
ein Minimum je nack der Aufeinanderfolge der Yorzeicken. 

Ist z. B. der linke Differentialquotient positiv, so wird 
/{a — Ji) —/{a) 

scklieBlick, d. k. in gekoriger Nake yon a, positiy, folglick 

/(a - h) </(a) 

bleiben miissen; ist gleickzeitig der reckte Differentialquotient negatiy, 
so wird 

f{a + 7i) — /( a) 
h 

scklieBlick negativ, also 

/(a) >/(a + Ji) 

bleiben miissen; durcb diese Relationen 

/(a — Ji) < /{a) >/(a + Ji) 
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ist aber /(a) als Maximum gekennzeiclmet. Abnlich fur den Fall des 
Minimums. 

Bei geometrisclier DarsteUung tritt eine solclie SteUe derart in 
die Erscheinung, daB die Kurve dort eine Ecke bildet. 

Als Beispiel diene die Funktion 

/(x) = & + y {x — ay , 

die "Wurzel positiv genommen; 


fix) = 


X — a 



|/(£C — ft)- 

existiert an der SteUe x ^ a nickt, wokl aber ist 
ein linker Differentialquotient vom Werte — 1, ein 
rechter vom Werte + 1 vorhanden, f{o) = 6 also 
ein Minimum. Die Funktion ist geometriscli durch 
einen recbten Winkel dargesteUt, Fig. 39, dessen 
Sckeitel a! 6 ist und dessen Schenkel gegen die 
Achse gleieb geneigt sind. 

2. Ein besonderer FaU des vorigen besteht darin, wenn an der 
SteUe rr = an der /'{ci) nicbt definiert ist, der linke und rechte 
Differentialquotient unendlich werden mit versckie- 
denem Vorzeichen. Je nacb der Aufeinanderfolge 

der Vorzeicken, H oder [-? findet ein Maximum 

Oder Minimum statt. Im geometrischen Bilde auBert 
sich eine solcke Ersekeinung in einer Spitze mit zur 
2 /-Ackse paraUeler Tangente, Fig. 40. 

Ein Beispiel kierzu bietet die Funktion 

/{x) = 6 + — af ; 

2 



ihre Ableitung /\(i^ = 


existiert fur x^ a nickt; es ist aber 


sy^c— a 

lkn/'(ir) = — oo, kingegen lim/'(fl;) == + cx), daker /(a) = 6 ein 

x = a — o a; = a-t-o 

Mmimum. 


VI. Abschnitt. 

Determinanten. 

§ 1. Uber Permutationen. 

91. Inversioaen; gerade und ungerade Permutationen. 

Jede JSTebeneinandersteUung von n versckiedenen Elementen keiBt eine 
^Permutation derselben. Um die Anzakl der Permutationen zu be- 
stimmen, ordne man sie nack dem an der ersten SteUe stekenden 
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Element in Gruppen; da in jeder dieser n Gruppen jeweilen die n — 1 
tibrigen Elemente auf alle Arten permutiert sind, so ist — n P„_i; 
und da weiters P^^ = 1 ist, so findet man 1-2 • • • n ^ n\, 

Dadnrch, da6 man die Elemente mit Nummern oder Bncbstaben 
bezeiclmet, erteilt man ibnen einen JRang, 

Zwei Elemente einer Permutation stehen in der naturlicJien Ord- 
nung, wenn das hbbere dem niederen nacbfolgt; im andem Palle bilden 
sie eine Inversion, 

Diejenige Permutation, in der alle Elementenpaare in der natiir- 
licben Ordnung steben, beifit die niedngste, Jede andere Permutation 
entbalt Inversionen. Deren groBte Zabl befindet sicb in der lidchsten 
Permutation, welcbe die Umkebrung der niedrigsten ist; da bier jedes 
Element mit jedem nacbfolgenden in Inversion stebt, so ist die Anzabl 

der Inversionen ~ 

Die Permutationen der n Elemente lassen sicb in Paare von Per- 
mutationen zusammenstellen, deren eine die Umkebrung der and era 
ist. Da in einem solcben Permutationspaar jedes Elementenpaar ein- 
mal in Inversion stebt, so kommen darin ebenso viele Inversionen 
vor als in der niedrigsten und bbcbsten Permutation zusammen, nam- 

licli Y n{n — 1). Folglicb entbalten alle P^ Pennutationen zusammen 
p 

"Y 1) Inversionen. 

So sind beispielsweise in den 24 Permutationen von 4 Elementen 
72, in den 120 Pennutationen von 5 Elementen 600 Inversionen zu 
zablen. 

Nacb der Anzabl der in ibnen vorkommenden Inversionen konnen 
die Permutationen einer Blementenreihe in zwei Klassen gescbieden 
werden, indem man in der einen Klasse die Permutationen mit einer 
geraden Anzabl von Inversionen und in der andem jene mit einer 
imgeraden Anzabl von Inversionen vereinigt; man spricbt kurz von 
geraden und ungeraden Permutationen. 

Die Permutation 

becda 

der Elemente abode gebbrt zu den geraden, weil ibre Elemente der 
Reibe nacb 1, 3, 1, 1 zusammen 6 Inversionen mit den folgenden 
bilden; bingegen gebort die Permutation 

641532 

der Elemente 12345 6 zu den ungeraden, weil ibre Elemente der 
Reibe nacb zu 5, 3, 0, 2, 1, also zu 11 nacbfolgenden Elementen in 
Inversion steben. 

92. Der Satz von B6zout. Die Vertauscbung zweier Elemente 
in einer Permutation nennt man eine Trayisposition, Alle Permutationen 
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einer Elementenreihe lassen sich aus einer yon ihnen durch sukzessiy 
Transpositionen herstellen. Fur die Klassenzugehorigkeit ist der foJ 
gende Satz von maBgebender Bedeutung: 

Wenn man in einer Permutation eine Transposition ausfiihrt, s 
iindert sich die Anmhl der Imersionen nm eine imgerade Zahl; infolgt 
dessen geht dadurcli die Permutation aus einer Klasse in die andere ube) 
Sind i, Ic zwei Elemente, A, B zwei Elementengruppenj nn. 
transponiert man in der Permutation 

AihB 


die Elemente i, \ wodurck sie in 

ATciB 


ubergGkt, so tritt eine neue Inversion hinzu oder geht eine verlorer 
je nachdem i, /: in der naturlichen Ordnung sind oder nicht. 

Sind die zu transponierenden Elemente nicht benachbart, sender 
durch eine w-gliedrige Gruppe C getrennt, so gehe man von 

AiChB 


zu 

davon zu 

und schlieBlich zu 


ACilB, 

AGliB 

ATvCiB 


tiber^ dazu sind 2m + 1 Transpositionen benaelibarter Elemente ei 
forderlich, folglich andert sich die Anzahl der Inversionen eine ue 
gerade Anzahl male um 1, unterscheidet sich also tatsachlich um ein 
ungerade Zalil von ihrem urspriinglichen Wert. 

Beispielsweise enthalt die Permutation 

becda 


sechs Inversionen, die Permutation 

decba, 

die aus ihr durch Transposition der Elemente b, d hervorgeht, deren i 
Da zu jeder Permutation von n Elementen eine andere gehor* 
die aus ihr durch Transposition zweier Elemente entstanden ist, s 
ist die eine Hdlfte alter Permutationen gerad, die andere ungerad. 

93. Zyklische Permutationen. Schreibt man die n Element 

1, 2, ' ‘ n in einer bestimmten Umlaufsrichtung a 
den Umfang eines Kreises, Pig. 41, so heiBt jede Ar 
ordnung, in der sie in eben dieser Richtung gelese 
werden konnen, eine isyMische Permutation von 1 

2 , • • * n. 

Die erste zyklische Permutation heiBt also 

23--.W1 



Fig, 41. 
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und entsteht aus der vorigen, indem man das erste Element an die 
letzte Stelle bringt, was auch dnrcli n — 1 Transpositionen benacht- 
barter Elemente erzielt werden kann. 

Es gilt daber der Satz: Hine einmalige mjkJisclie Fermutierimg 
einer Beilie von n Elementen ist dquivalent mit n — 1 Trampositionen; 
somit gelibren heide Permutationen zur selben oder jede zu einer andern 
Klasse, je nachdem n ungerad oder gerad ist 
Die zweite zyklische Permutation ist 

die n — 1-te, zugleich letzte 

nl2 ^ • n — i; 

mit der ursprunglicben gibt also es n zyklische Anordnungen von n 
Elementen. 

Die Anzahlen der Inversionen in den aufeinanderfolgenden An- 
ordnungen sind 

0, («-l)l, («-2).2,... 

die Summe dieser Zahlen ist ^ — V)n{n + 1), betragt also beispiels- 

weise bei seeks Elementen 35. 

Jede Anordnung, in der die Elemente in der entgegengesetzten 
Umlaufsrichtung gelesen werden konnen; ist eine zyklische Permutation 
der urspriinglichen Form 

n{n — 1) • • • 2 1 . 

§ 2. Definition der Determinante. 

«94. Quadratische SCatrix and ihre Determinante. Wenn 
m • n Elemente — worunter wir uns fortab Zahlm denken woUen — 
in m Reihen zu je n Elementen geordnet sind, so bilden sie in dieser 
Anordnung eine Matrix. Zur Darstellung einer solchen empfiehlt sich 
fiir allgemeine Untersuchungen vorzugsweise das folgende Bezeichnungs- 
system: 

^11 ^12 ' ’ ’ 

^21 ^22 * * ‘ ^ 2 n 

^jn2 ’ ‘ * ^mn 

das SO eingerichtet ist, daB aus dem ersten Zeiger die Zdle (horizon- 
tale Reihe), aus dem zweiten die Kolonne (vertikale Reihe) zu erkenneu 
ist, in der das betreffende Element steht. Indessen kann es manchmaJ 
Yorteilhaft sein, die Kolonnen durch Buchstaben und die Zeilen durct 
Zeiger zu unterscheiden und umgekehrt: 

Gznber, HOhere Mathematik. 


11 



162 


Determinanten. § 2. Definition der Determinante. 


• • • l\ 

Ctn ^2 * * * ^*2 
^in 

Zur Darstellung (1) zuruckkehrend woUen wir sageu, die Matrix 
sei rechteckig, wena yn + sie sei quadmtisch, wenn m = n, Der 

Typns einer quadratischen w-zeiligen oder w-reikigen Matrix oder einer 
Matrix toil nr Elementen ist: 

^11 %2 ’ * ' ^In 

<^21 ^22 * * ‘ ^2n / 9 \ 


0?2 * * * 
hh---K 


h h--- K- 


^nl ^n2 ’ * ‘ ^n. 


Wmn man in clem Produlie der auf der Hauptdiagonale stehmden 
Elemente .o\ 

<^11^22 *'* ^nn W 


die meiten Zeiger anf alle moglicimi Arten jgermutmt and jedem so 
msiandenen ProdiiJct 




( 4 ) 


das Zeichen + oder das Zeichen — vorsetzt, jenacJidem die Permutation 

- ‘ (Cy^ gerccd oder imgerad ist, so Jiei^t die Summe dieser Produlie 
die Determinante der Matrix (2). 

Vermoge dieser Definition sind die Prodnkte der Matrix derait 
gebildet, daB keine zwei Faktoren ans einer nnd derselben Reibe (Zeile 
oder Kolonne) stammen. 

Vertanscht man die Faktoren in (4) so nntereinander, daB die 
zweiten Zeiger wieder in die natiirliebe Ordnung kommen, so bilden 
in dem umgestalteten Produkt 


' 

die ersten Zeiger eine Permutation ^ 2 ’ ’ ' i^n? 2 ;ur selben Klasse 
gebort wie cc^a^ * • • ^^5 ^ 1 ^ 2 " ’ Pn 1 2 ••• n durcb eben- 

soviele Transpositionen entstanden, als notig waren, um aus cc^ • • • cc^ 
die Form 1 2 • • • w zu erzeugen, 

Demnacb kann die obige Definition aucb so formuliert werden^ 
daB sicb die Permutierung auf die ersten Zeiger beziebt, wabrend die 
zweiten in ibrer nattirbcben Ordnung belassen werden. 

Das Grlied (3), aus dem biemacb alle andern Glieder abgeleitet 
werden, beiBt das Haujgtglied der Determinante. 

95. Struktur uud Bezeichnuugf der Determinanten. Aus^ 
der Definition gebt bervor, daB eine w-reibige Determinante in einer 
Summe Ton ii! Gliedern bestebt, deren jedes ein Produkt von n Faktoren 
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ist; einer bestimmten Half'te dieser Glieder ist das Operationszeichen -f, 
dGr andern Halfte das Zeiclien — vorgesetzt^ da eine solcliG Detemii- 
nante also einen Ausdruck w-ten Grades ihrer Elemente darstellt, wird 
sie anch als Determinante n-ten Grades bezeichnet. 

Zur Bemclmnng der Determinante bedient man sich des Symbols 

a^^a.22 • • • 

(Caiicby, J acobi)^das anfwesentliche Momente der Definition binweist, 
Oder des kiirzeren 

(^11 ^22 * ‘ ‘ ^ nn ) 

(Cancby). Eine Scbreibweise^ die das ganze Elementensystem znr 
Anscbauung bringt^ bestebt in der EinscblieBnng der Matrix zwiscben 
zwei Vertikalstricbe: 


^11 ^12 ' 

■«u 

^21 ^22 * 


1 ««1 • ' 

^nn 


(Cayley). Eine besonders kurze Bezeicbnnng bestebt in der Ein- 
scbaltung des aUgemeinen Elements zwiscben Vertikalstricbe nnter 
Angabe der Zeigerwerte: 


(Kronecker).^) 


; {i, it = 1, 2, • • • n). 


96. Entwicklimg von zwei- und dreizeiligen Betermi- 
uanten. Die zweizeilige Determinante bestebt aus zwei Gliedern^ 
eines additiv, das andere snbtraktiv: 


Der Ansatz 


% h 




®2 ^2 



ist biernacb gleicbbedeutend mit der Proportion 

* ^2 • ^2 * 


1) Die erste Erfindnng der Determinanten dnrclx Leibniz ^1693; veroffent- 
licbtlTOO in den Acta Eruditomin)geriet in Yergessenbeit,bis Cramer 1750 (Intro- 
duction ^ Tanalyse des conrbes alg^briques) sie zxim zweitenmal selbstandig er- 
fand; beidemal war es dasselbe algebraiscbe Problem, das zn ibnen binfuhrte. 
Den Grand zu einer selbstandigen Theorie legte Caacby; den Namen gab 
GauB (1821). Ibre bleibende Stellnng in der Matbematik erbielten die Deter- 
minanten erst durcb die Abbandlnngen von Jacobi (1841), 


11 
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Bei der Entwicklimg der di-eizeiligen Determinante 

I \ ^1 i 

I I 

jR 1 ^2 ^2 I 

I ^3 ^3 ^3 ' 

kaim man in dem Hauptgliede \ entweder die Zeiger oder di( 
Buchstaben permntieren und tat dann ans der Anzatl der Inyersionei 
das Zeichen zn bestinimen; man findet so: 

JR = — ^ 1^3 ^2 ^2 ^ 1^3 ^2 ^ 3^1 ^3 ^ 1^2 ^3 ^ 2^1 

a = Jg C3 — di C2 63 ^2 Cg -{- 6^ Cg Cfg -j“ Cj^ CI2 hg &2 ^8 7 

die Zeictenstellung ist in beiden Entwicklungen dieselbe, well das 
Permntieren nact der namlieten Regel erfolgte; die flbereinstimmunj 
erkennt man durch gliedweise Vergleictnng. 

Nact einem von Sarrns angegebenen Ver 
fatren gesctiett die Entwicklung der dreizeiligei 
Determinante mectanisct so, dafi man die Pro 
dnkte der drei im nebenstetenden Bilde durct voll( 
Linden verbundenen Elemententripel additiv, di< 
Produkte der drei durch punktierte Linien ver 
bundenen Elemententripel subtraktiv ansetzt. Nad 
diesem Verfahren ergibt sict beispielsweise 

123 

45 6 =45 + 84 + 96~ 105-48 - 72=-0. 

789 



§ 3. Haupteigenschaften der Determinanten. 

97. GUeichberechtigung von Zeilen und Kolonnen. Wen? 
man in einer Detetminante die Kolonnen in derseTben Reihenfolge zi 
Zeden maclit, so behdlt sie ihrm Wert bei. 

Die beschriebene Umgestaltnng verwandelt namtct 



“ll «12 



^21 ’ * 

•a«i 

J? = 

®22 


mR' = 

^12 ^22 * * 

•««2 


« b 2 ■ 

^nn 


^In ^ 2 n * * 

• ««« 


und laBt die Hauptdiagonale, also auct das Hauptgted, ^^22 ” * 
ungeandert; die Entwicklung von R durct Permutierung der Kolonnen 
zeiger gibt dasselbe wie die Entwicklung von R' durct Permutierunj 
der Zeilenzeiger; mithin ist R' = R, 

Vermoge dieser Gleictberecttigung gelten Satze, die man bezug 
lich der Zeilen nactgewiesen tat, auct bezuglict der Kolonnen un( 
umgeketrt. 
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98. Tertauschuug paraUeler Seiheu. Wenn man in einer 
Determinante swei jparallele Reihen mit einancler vertauscM^ so dndert 
der Wert der Determinante llo/3 sein Vormelien, 

Transformiert man beispielsweise durch Vertauschuiig der ersten 
zwei Kolonnen 

^11 ^12 * • • ^In I ^h2 ‘ ' ^In | 

R ^22 * ‘ * ^'2» R ~ j ^22 ^21 * ’ * | ? 


I ^nl ^n2 * * * ^nn i 1 ' 

SO erscbeint das additiv zu setzende Hanptglied « 2 i ^ 33 ' ‘ 

R' in R als subtraktives Glied, entstanden aus agg «8s * * * durch 
Vertauschung der ersten zwei Kolonnenzeiger; dies hat zur Folge, da6 
Jedes GKed von iJ' mit entgegengesetztem Zeiehen in R vorkommt; 
es ist also tatsachlich jR' == — R. 

Wenn man dalier in einer Determinante Zeilen imd Kolonnen in 
irgendeiner Weise nmstedt, so dndert sie ihren absoluten Wert niclit; 
nur das Vormchen kann sich dndern, 

Ob das letztere geschieht, hangt von der Anzahl der Transpo- 
sitionen ab, die man mit den Zeilen und Kolonnen bei der Umstellung 
vorgenommen hat, in letzter Linie also von den Klassen ab, denen 
die Permutationen der Zeilen- und Kolonnenzeiger in der neuen Form 
angehoren. Gehoren beide Permutationen zu derselben Klasse, so 
bleibt auch das Vorzeichen erhalten; gehoren sie zu verschiedenen 
E^assen, so andert sich das Vorzeichen; denn im ersten Falle kann 
die Umstellung durch eine gerade Anzahl von Transpositionen, im 
zweiten Falle durch eine ungerade Anzahl erzielt werden. Bringt man 
beispielsweise in der Determinante 

a^ \ d^ 

J}, z= ^2 ^2 ^2 

^8 ^3 ^3 ^3 

^4 ^4.^4 ^4 I 

die Kolonnen in die Reihenfolge cadb, die Zeilen in die Reihenfolge 
3241, so geht sie tiber in 

Cq a^ d^ 63 

JJ' Cg (Xg dg &g 

C 4 % <^4 

Cl % di \ 

und es ist R' ~ — R, weil cadi eine ungerade, 3241 eine gerade 
Permutation ist. 

99. Oleiche parallele Beiheu. Wenn in einer Determinante 
swei jparallele Reihen iibereinstimmen^ so hat sie den We>i NiiU. 
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Nach dem vorangelieiiden Satze andert sich durcla Vertauschung 
zweier paralleler Reihen das Vorzeichen der Determinante; es wird 

nimmt man die Yertauscliung an den libereinstimmenden Reihen vor; 
so erfahrt die Determinante uberhanpt keine Yeranderuug, daher ist 
dann 

B'^JR 

folglich B = 0. 

Demnach ist beispielsweise 

, \ ' 

0 . 

i *3 h «8 

100. Multiplikation uud Division eiuer Determinante mit 
einer Zahl. Stellt man die Elemente einer Reihe als Produkte mit 
einem gemeinsamen Faktor dar, so wird^ da jedes Grlied der ent- 
wickelten Determinante aus jeder Reihe ein und nur ein Element 
enthalt, dieser Faktor auch alien Grliedem gemeinsam sein und kann 
daher herausgehoben werden, so daB 


* • * 


% ■ * * 

63 Cg • • • 

= Ti 

d^ 2^2 ^8 ’ * ’ 

^3 ^.8 ^3 ' ’ * 

1 


Eine Determinante kann hiernach mit einer Zahl multipliziert 
Oder dividiert werden, indem man alle Elemente ein^' Reihe mit dieser 
Zahl multipliziert, bzw. dividiert. 

Mit der Annahme = 0 ergibt sich weiter, daB eine Determinante 
in der eine voile Reihe von NuUen vorkommt, den Wert Null hat. 
Es ist also, ohne Rucksicht auf die iibrigen Elemente, 

0 0 0.-. 

Ug &2 _ Q 

^3 ^8 ^8 * * ■ 

Eine Determinante hat auch dann den Wert Null, wenn die 
Elemente einer Reihe proportional sind den Elementen einer parallelen 
Reihe, Es ist namlich 


fli ctjA’ ■ 

q • • • 

d^ d^ Ji * * * 1 

0 ^ 

II 

flj fljZ.’ Cj • • • 

1 ^3 ^3 ^3 ‘ * 

1 

; •*•... 
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§ 4. Unterdetemiaanten. 

101. Unterdeterminanten verschiedener Grade. Wenn 
man in der Matrix einer Determinante n-ten Grades hinter der r-ten 
Kolonne und nnter der r-ten Zeile einen Teilstricli gezogen denkt, 
so zerfallt sie im allgemeinen in zwei quadratische und zwei recht- 
eckige Matrizen; von den ersteren bestekt die eine aus die andere 
aus (n — ry Elementen. 

Aus den quadratiscben Matrizen konnen wieder Determinanten 
gebildet werden, und diese heifien Unterdeterminanfmi^ Subdeterminanten 
oder Partialdeterminanten der urspriinglicben. 

Der bescbriebene Vorgang liefert fiir 


^11 ^12 

• • «lr 1 

1 ^ 

• • • «ln 

^21 ^22 * * * 

«2r ' 

i 

1 

* ’ ■ ^2n 

^rl ‘ 

••«rr 

«r,r + l 

1 

^r + 1,1 ^r + 1,2 ' 

' * ^r + l,r 

1 ^'r + l,r + l * * * 

1 


^nl ^«2 * * * ' 

•«nr ' 

1 ««,r + l 

^nn 


die beiden Unterdeterminanten: 




• -"ir 


^r + l,r + l ^r + l,r+2 * * ‘ 1 

A = 


■ ■ a2r 

II 

^r + 2,r + l ^r + 2,r + 2 * * ’ ^r + 2,n 1 

j 


“rl ■ 



^n,r + l ^«,r + 2 ^'nn 1 


Allgem ein: entnimmt man aus einer beliebigen Kombination 
Yon r Zeilen diejenigen Elemente, die in einer beliebigen Kombination 
Yon T Kolonnen steben, so erbalt man die Matrix fiir eine Unter- 

determinante r-ten Grades 5 da es nun derartige Kombinationen 
Yon Zeilen und ebensoYiele von Kolonnen gibt, so bat eine Deter- 
minante ^^-ten Grades Unterdeterminanten r-ten Grades und eben- 
soviele des n -r-ten Grades. 

Die einzelnen Elemente sind als Unterdeterminanten ersten Grades 
aufzufassen. 

102. Adjimgierte Unterdeterminanten. Den Unterdeter- 
minanten A^j JB^ kommt die bemerkenswerte Eigenscbaft zu, daB je 
eip. Glied von A^ mit einem Glied von JB^ multipliziert ein Glied von 
B gibt. 
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Von den Hauptgliedern ist dies unmittelbar zu erkennen; d 
es auch von irgendzwei andern Gliedern gilt, ist in bezug auf d 
absoluten Wert daraus ersicbtlieb, daB aus jede^' Zeile nnd jea 
Kolonne von ein Element in einem solcben Produkt vorkommt ; 
bezng auf das Zeicben ergibt sick die Richtigkeit der Behauptung a 
folgender Erwagung: 1st ein Griied von 

^ ein Glied von J?., so ricbten sicb deren Vorzeich 

nach den Permutationsformen (a) == ^2 " * (i^) A ft * * * 

das Yorzeicben des Produktes aber ist nacli der Permutationsfoi 
^2 ‘ ft ft “ * bestimmen; diese bat nun so viel Inv< 

sionen als (a) und (j3) zusammen, gebort also zur geraden oder n 
geraden Klasse, jenacbdem (a) und (ft znr selben oder zu verscbieden 
Klassen gehoren; dies stimmt aber mit der Zeicbenregel der Multip 
kation uberein. 

Man nennt Paare von Unterdeterminanten, die im Produkt Glied 
von R ergeben, adjungmie Unterdeterminanten. 

103. Deu Elementeu a4jungierte Vnterdetermiuaute 

Jedem Element von 



^IX ^13 



agi (I22 



^nl ^n 2 * 

• • 


ist eine Determiaante 1-ten Grades adjungiert; die zum Eleme 
geborige werde mit % bezeicbnet. Unmittelbar abzulesen ist c 
zum ersten Element adjungierte indem 


^22 ^23 ' * * ^2n 


‘*11- 


^82 ^33 ’ " ' ^Zn 


I ^n2 * ^nn 1 

Ibre Matrix wird erbalten, indem man in der Matrix von R jene Ze 
und Kolonne unterdrUckt, denen angebort. 

Um zu erbalten, bat man nur notig, R derart umzuformt 
dafi an die erste Stelle kommt; dann laBt sicb wieder unmitt 
bar ablesen. 

I. Die Umformung kann dadurcb gescbeben, daB man die erst 
i Zeilen und die ersten Jc Kolonnen zykliscb permutiert. Nacb 93 
dies aquivalent mit i — 1 Js — 1 = — 2 Transpositionen v 

Reiben; die umgeformte Determinante erbalt daber das Zeicb 

iy+*^sodaB 
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^‘ik ^^2 * * • + l * 

i 






^2k 

^2n 






+ 



^nk ^nl ^«2 * + i 

•■•««« 

infolgedessen ist 

^12 * ’ * ^1, + l * 



«21 

■ ■ ^2n 






“i+1,1 

• • + 


^nl ^n2' ' ' ^n,k-l \k-i-l * 

^‘nn 


Die Matrix dieser Determinante geht wieder aus der Matrix von 
B durch Unterdrucknng der Zeile und Kolonne hervor, in denen 
vorkommt; das Vorzeicken aber bangt von der Suinme i + Ic, dem 
Gewiclit des Elements ab. Die Regel, die sieh daraus ergibt, 
lautet: 

Man erkalt die zu einem Element adjungierte Dnterdeterminante, 
indem man Zeile und Kolonne, denen das Element angehort, streicbt 
und der Determinante aus der verbleibenden Matrix das Zeicben + 
Oder — gibt, je nacbdem das Gewicht des Elements gerad oder un- 
gerad ist. 

Sind die Elemente nicbt mit Doppelzeigem gescbrieben, so zakle 
man langs einer Zeile oder Koloime von Element zu Element bis zur 
Hauptdiagonale: gerad, ungerad geben das Zeicben . 

Nacb diesem Verfabren ergeben sicb fiir 

% h ^ 

^2 ^2 ^2 ^2 
^3 ^3 ^8 ^3 

^4 \ C4 

beispielsweise die folgenden zu adjungierten Unterdeterminanten 


% ^2 ^2 


^8 > 

C2 (^2 

\ d 4 , 

6g C3 
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11. Das Element wird auch dadurch an die erste Stelle ge- 
bracht; da6 man alle Zeilen « — 1-mal nnd alle Kolonnen — 1-mal 
zykliscb vertauscht. Da dies aqnivalent ist (i— 1 + — l)(w — 1) 
^ (i 4 - fc) (/e — 1) *— 2 (n — 1) Transpositionen von Reihen, so kommt 
der umgeformten Determinante das Vorzeicken 1 ) (*’+*)(« -i )- 2 (w-i) 
zu, das sick anck auf die jetzt unmittelbar abzu- 
lesende Unterdeterminante tibertragt; diese lantet^ da die syUische 
Ordnung der Reiken ungestort bleibt, wie folgt: 

+ + l ’ ■ ‘ ^i + l,n + + 1 

®i + 2,A + l ^£+2,i-l 


^n,k + l 




Bei nngeradem n ist das Vorzeicken immer +, bei geradem n 
ricktet es sick nack dem Gewickt wie bei der vorigen Regel. 

Kack diesem Verfakren ergeben sick filr 

I <^1 \ ^1 

' ^2 ^2 ^2 

die Unterdeterminanten: 


h 

^3 

^2 ^2 

0 1 




P3 == usw.. 



1 ^3 

^2 ^2 I 


fur die obige Determinante vierten Grades die Unterdeterminanten: 

^2 ^2 ^3 ^3 ^3 

j <^2 ^ 4 . ^sw. 

d^ b^ b^ Cj d^ 

104;. Zusammenfassung der Olieder eiuer Determinante, 
die ein Oder mehrere Elemente gemein haben. Es liegt im 
Begriff der adjungierten Unterdeterminanten, dafi das Produkt aus 
einem Element mit der ikm adjungierten Unterdeterminante 
die Zusammenfassung aller Glieder von B gibt, die zum Paktor 
kaben; solcker Glieder gibt es also (w-l)!. 

Ist a,„ ein Element Ton nnd a'lm seine adjungierte Unter- 
determinants in bezng auf cc^j^y also eine Unterdeterminante w--2ten 
Grades von JJ, so ist die Vereinigung aller Glieder von B, 

die das Elementenpaar entkalten; ikre Anzakl 

ist (w — 2)! Das Elementensystem von aim entstekt aus der Matrix 
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von jR, indem man die Zeilen und Kolonnen unterdruckt^ in denen 
a^j. und steRen. 

So fortfahrend kommt man bis zu einem Einzelgliede von i?, 
das n bezeicbnete Elemente enthalt. 

So gibt beispielsweise in bezug auf die Determinante 

j "h-y fZj 

I ^2 ^2 ^2 ^^2 

, ^3 ^8 ^3 ^3 
! ^4 ^4 <^4 i 

das Produkt 

j ^2 ^2 ^2 i 
Cl ag 63 rfg , 

^4 I 

alle Grlieder mit Ci, das Produkt 

I ^2 2^2 

— c.d^ 

I «4 ^4 

alle GHieder mit endlich 

Cj &2 ^4 

das einzige Grlied, das c^,d^y \ als vorbezeicbnete Elemente enthalt. 

105. Erster Hauptsatz. Die Summe der DroduTde aus den 
Elementen einer Beihe mit ihren adjimgierten Unterdeterminanien gibt 
den Weyi der Determinante, 

Hebt man aus der Determinante 



^12 ‘ 

•«!« 

R = 

^21 ^'22 * 
i 

•a 2 „ 


IM 

HI 



beispielsweise die Elemente der i-ten Zeile heraus: 

®«17 ^e 2 ; * ‘ * 

und beriicksichtigt, daB jedes Griied von It aus jeder Zeile ein und 
nur ein Element enthalt , daB femer die Vereinigung aller 

Glieder mit dem Element usw. ist^ so kommt man zu der Er- 

kenntnis, daB + ^in^in Zusammenfassung aller 

Glieder von B iiberhaupt ist; mithin hat man 

aii«a + aijccjs H \- = R (*• =1.2. • • ■ ») (I) 

und in gleicher Weise in bezug auf die Kolonnen: 

"1 = (i = l, 2 , (I*) 
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Man nennt die linke Seite von (I) die Entwicklung von JR naeh 
den Elementen der i-ten Zeile und analog die linke Seite von (I*) die 
EntmcTdung von JR naeh den Elementen der h-ten Kolonne. 

Die nackstliegende Folge dieses Hauptsatzes ist es, dafi mit seiner 
Hilfe die Ansreclinung einer Determinante >^-ten Grades zuriickgefulirt 
werden kann anf die Ausrecliniing von Determinanten n— 1-ten Grades 
und so fortschreitend bis zu Determinanten 3. und 2. Grades. 

In den Gleichungen (I) und (I*) sind 2n verscbiedene Wertdar- 
stellungen der Determinante E zusammengefaBt. Einzeln lauten sie 
z. B. fiir die Determinante dritten Grades 

1 \ i 

2 t == j ^2 ^2 ^’2 i 

. 1 ^3 ^3 ^3 i 

wie lolgt: 

J? = ffiOi + = «s«2 + == “s«3 + hh + 

= -}- fljKg =» 4. -f. = Cl + C3 ^s- 

106. 2weiter Hauptsatz. Die Simime der Erodidde ms den 
JEJlementen einer SeiJie mit den adjungwien Unterdetermmanfen m einer 
andern parallelen JReihe ist gleich Null 
Ersetzt man in JR die Elemente 

^i2} ‘ * ’ ^in 

der /-ten Zeile durch jene einer anderu; z. B. der J-ten Zeile: 

* * * ^jn> 

so hat dies auf die Unterdeterminanten 

keinen EinfluB, E aber geht in eine Determinante mit zwei gleichen 
parallelen JEleihen liber, und eine solche hat den Wert Null (99'); 
mithin ist 

+ !- = 0; (/+i) (11) 

ebenso ergibt sicb in bezug anf Kolonnen: 

h = 0- (*+*) (11*) 

In den Ansatzen (11) und (11*) sind 2n(n — 1) einzelne Gleich- 
nngen entbalten, die nxit den 2 w- Gleichungen aus dem ersten Hanpt- 
satze 2??.®- Gleichungen zwischen den Elementen von It und den ihnen 
adjungierten Unterdeterminanten darstellen. 

Ehr die obige Determinante dritten Grades lauten die zwSlf 
Gleichungen des zweiten Hauptsatzes: 
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0 = = ^1^3 + ^l/^3 + 

= ajCCl + + Cj/l = a^Cg -f- Jg/Jg + Cg^s 

= OgC^ + & 3^1 + CaJ^i = 030^3 + ^ 3^2 + Cg 7 , 

0 = ai/Si + aj^j + Og^g = + a^y.^ 

= &iO:i + fejOg + tgag = J/j + Jg J/g + Z/g J-g 
= CiCfi + CgCg + Cgag = Cgi?! + Cg/Jj + Cg/Jg. 

107. Additiousregel. TFeww man m den JElemmten ehier Beilie 
die mit einem belieiigen Fdktor midtipJmerten Elemente einer paraJlelen 
Beihe addiert, so ande>^ die JDetmninante iliren Weyii niclit. 

Axis (I*) und (n*) folgt beispielsweise 

(“li + iJaiz) «ii + (« 2 i+jpa 2 ,)a 2 i.+ h (a„i 

d. li. 


^11 

«12-- 

*^U ‘ * 

■»ir 



(M 

-ait+pa,,- 



«21 

agg • • 

* ®2i' ■ 

•a^i" 

'•«2« 

... 


a^i a^2 * * 

■ a^^+pUs,- 

•.flgj... 

■ ^2« 

i ^ 

1 ®).l 

a«2-- 


•a„r 

• a 

^nn 

[ 

^nl ®n2 * * 

■ann+pam- 


^nn 


Die Regel kann anch. auf Zeilen angewendet mid auf melirere 
Reihen ausgedelint werden. 

Hiernach ist z. B. 


1 Xj^ — a yj^ — h \ 

1 Vi 

1 x^ — a y^ — b j = ; 

y 3 

1 Xg — a yg — b 1 

1 ^8 2/3 


wie man durch Addition der mit a, bzw. b mnltiplizierten ersten 
Kolonne zur zweiten, bzw. dritten findet; es hangt also der Wert der 
linksstebenden Determinante von a nnd b gar niebt ab. 

108. Vermindenmg und Erhdhnng des Grades einer 
Determinante. Der Grad einer Determinante vermindert sicb sofort 
nm 1, wenn in einer Reibe nur ein Ton Null verscbiedenes Element 
stebt; es ist namlicb eine Folge des ersten Hanptsatzes, dafi dann die 
Determinante gleich ist dem von Null verschiedenm Element mxdtvj^imert^ 
mit der ihm adjungierten Unterdeterniinante, 

So ist 

^11 ^12 ’ “ M 

0 a23---»2, 

0 0^3 ■■■asn 

0 ««2 •••«»» 



®22 

•••ag„ 

II 

^82 

* * * 


^n% 

* * * 

nn 
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auf den Wert der linksstehenden Determinante liaben also die Ele- 
mente der ersten Zeile anfier keinen EinfluB. 

Dnrch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sick der 
weitere: Wemi alle Elemente m einev Seite der Hauptdiagonale Null 
sindj so reduzmi skh die Determinante auf iJir Hauj^tglied. 

In der Tat ist bei spiels vreise 


' Cl di ! 

^ 0 />2 Cg d^ \ 

! 0 0 Cg fZs I 

I 0 0 0 d^ 


! 60 <?2 ^2 
I 0 ^3 ^^3 
0 0 rf. 


a^ 62 


<^3 ^3 f 


0 d^ 


; — % 62 ^3 ^45 


der Wert der ersten Determinante hangt also von den Elenienten 
zur andern Seite der Hanptdiagonale nicbt ab. 

Auf dem ersten Satze beruht das Verfahren, durck das man den 
Grad einer Determinante okne Veranderung erkokt; es bestekt in der 
Hinzufugung eines recktwinkUg gebrockenen Randes von Elementen^ 
an dessen Ecke 1 steht, wakrend der eine Sckenkel mit Nullen be- 
setzt ist; auf die Elemente des andern Sckenkels kommt es nickt an^ 
ikre Platze mogen zum Zeicken dafiir mit besetzt werden; in der 
Regel wird man auck kier zweckmaBig Nullen verwenden. 

Gesckiekt dieses „Randem^^ links und oben oder reckts und unten, 
so bleibt auck das Vorzeicken erkalten; in den zvrei anderen Fallen 
kommt es auf den Grad der Determinante in leickt zu bestimmender 
Weise (103; 1.) an. 

Beispiele werden dies am besten erlautem. Es ist 

j 1 *5= * 0 
I 0 % 6^ 0 

j 0 Ctg &2 0 ’ 

,0 0 0 1 

0 0 0 0 1 
0 a I li Cl * 

= — 0 ^2 &2 ^2 * • 

0 63 C 3 ^ 

si: :i: 

109. Determinanten mit aggregierteu Elemeuteu. Wmn 

m dner Determinante die Elemente dner Bdhe m-gliedrige Aggregate 
sirid, so la^t sie sick als Summe von m Determinanten desseTbm Grades 
mit einfachen Eleme^iten darstellen. 


femer 


! «2 h 


«1 k Cl 
^2 ^2 ^2 
^8 C$ 


2 * 

0 Ui hi 
0 ^2 &2 


0 ai hi Cl 
0 

0 &3 t3 

J * 
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Entwickelt man beispielsweise 

r' + a" + ar \ c, | 

^2 “t" ^2 4" ^2 &2 Co I 
+ CCs + 0,7 &3 Cg j 

naeh den Elementen der ersten Kolonne und nennt die adjnngierten 
XJnterdetenninanten ccg, so ergibt sich: 

(ai + a'l + 07 )^^ + (^2 + a'i + + {a^ + as + 

= (ai^i +a2 ^2 + cts^s) + (ai ai + a2'a2 + cr 3 as) + {ci 7 cc\ + a !7 + a 7 cc^}^ 

d. h. 


a[ + ai' + o 7 61 Cl 


ai hi Cl 


a\' hi Cl 

ai" hi Cl 

a2 "{~ a ^ a 2 &2 C2 

= 

a^ 62 C2 

+ 

a 2 62 C2 

4 “ j 0^2' 62 C2 

4“ ct3 + as 63 Cs 


C?s 63 Cs 


a^ h$ 

j a 7 hz Cs 


Umgekelirt kann die Summe melarerer Determinanten w-ten 
Grades, die in w — 1 Eeihen iibereinstimmen, durch. eine Determinante 
>i-ten Grades dargestellt werden. So ist z. B. 


\ Cl 


Oi a^ a^ 

ai + (hbi Cl 

O2 ^2 ^2 

+ 

h h h 

“1 ®2 4 ” ^ 

^8 ^3 


^3 ^3 

1 

i C^3 4" 0 $ 63 C3 


Sind mebrere Keihen aggregiert nnd bestehen ilire Elemente aus 
m" • * • Gliedern, so ist die Determinante auflosbar in mm m'" 
Determinanten mit einfacben Elementen. 

110. Niilldetermitianten. In den Anwendnngen bat man e& 
vielfacb mit Determinanten yom Werte IsTuU, die man als Nulldeter- 
minantm bezeicbnet, zn tun. Eine der wicbtigsten Eigensebaffeen 
solcber Determinanten sagt der folgende Satz aus: In dner Null- 
determinante sind die den Elementen paraUder Bdhen adjungierten 
Unterdeterminanten ^udnander proportional, d.b. die den Elementen einer 
Zeile (oder Kolonne) adjnngierten Unterdeterminanten verbalten sicb 
ebenso wie die zu irgendeiner andem Zeile (oder Kolonne) geborigen. 

Es geniigt, den Satz an einer Determinante bestimmten, z. 
vierten Grades und liir zwei Paare bomologer Unterdeterminanten 
nacbznweisen. Sei also 

\c^d^ 1 
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bildet man auf Gmnd derselben <5^1 184 — so kann dies wie folgt 
dargestellt werden: 

I 1 i ^1/^1 ! 

i ^4 ~ ' % <^2 ^2 : "i" ^2 ^2 ~ I ^2 % " 1 “ ^2 ^2 ^2 I 7 

^3 C3 ^?3 63 <?3 ^73 1 ' <^3 "h ^3 ^3 i 

multipliziert man jetzt die zweite Kolonne mit die dritte mit d\ 
und addiert dann beides znr ersten, so wird nach den beiden Haupt- 
satzen { 106 , 106 ): 

; i2 c, i?! ! 

cfj /3^ ““ 1 0 I ^ ^ 

i 0 Cg ! 

ist nun JR = 0 , so ist auch 

— ccJi = 0 , 

d. h. 

: / 3 j =6:4: ^4 Oder aucb : «4 = : |34. 

Die Unterdeterminanten; die den Elementen einer Determinante 
S adjungiert sind, lassen sicb wieder zu einer quadratiscben Matrix: 
znsammenstellen : 

«i A ri ^1 

^3 ^3 5^2 ^2 
^3 ^3 yz ^3 
«4 ^4 n <^4; 

die man der Matrix von E adjungiert nennt. Ist nun J? = 0 , so sind 
( 100 ) alle Determinanten; die man aus Partialsystemen dieser Matrix 
bilden kanU; somit auch die Determinante der adjungierten Matrix 
selbst gleich NuU 

Man schreibt einer NuUdeterminante w-ten Grades den Eang r zU; 
vrenn mindestens erne ihrer Unterdeterminanten r-ten Grades nicht 
2s uU ist; dagegen alle Unterdeterminanten hoheren Grades verschwinden. 
Die Determinante hat den Rang 1; wenn sie selbst und alle ihre 
Unterdeterminanten bis zum Grade 2 2Tull sind, wahrend nicht zu- 
gleich alle Elemente durch Nullen vertreten sind. Es ist beispiels- 
weise die Determinante 

12 3 

4 5 6; 

7 8 9 

die 96 als Nulldeterminante erkannt wurde; vom Range 2, weil schon 
j ^ g 4= 0 ist. 


^2 ^'3 



i 

I 

i 

t 

! 
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111* Beispiele der Transformation und Ausrechnung^ von 
Beterminanten. Um Anwendungen der bisher bewiesenen Satze 
zu zeigeH; seien einige Beispiele vorgefiihrt. 

1. Die Determinante 

1 a a- 

^3=1 h 6*2 

\l c ■ 

kann in der Weise umgeformt werden, daB man ihre erste Eolonne 
mit ale mnltipliziert, worauf sicb aus den Zeilen der Reihe nacb 
a, I, c herausheben lafit; biernacb ist 

I ale a be 1 a 

I ale b b^ = ae 1 b • 

I abe c (? ! ab 1 c 

Subtrabiert man, anders vorgebend, die erste Zeile von den beiden 
folgenden, so wird 

1 1 a 

jRg = 1 0 6 — a b^—a^ 

‘! 0 e^a e^ — a^ 

Um die analoge Determinante 

1 a a® 

1 b ¥ 

^4 “ 1 C C® C® 

1 d # f7® 

zu entwickeln, kann man aucb in der Weise verfabren, daB man die 
folgeweise mit a, a^, a® multiplizierte erste Eolonne von der 2., 
3., 4. subtrabiert: 

10 0 0 
lb- a 

~ 1 e — a e^ — 

\ 1 d — a d^ — d^ — 

1 b + a b^ + ab + a^ 

= (b — a)(c — a)(d—a) 1 c + a e^ + ac + a^ ; 

\l d + a d^+ad+a^ I 

und wird nun die erste Zeile von den folgenden subtrabiert, so kommt 
scblieBlicb 

Ozuber, Holiere Matiieinatilsu 


= (6 — a) (c — a) 


1 h Gi 

1 1 c + a 


= (b — a) (c — a){c — b) . 


12 
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— a) {c — a) {d — a) 


= (6 — a) (c — cf) (rZ — a) (c — &) (rf — &) 


1 & "f” 1)“^ Cll) Oj'" 

0 c2-&2+a(c-6) 

’ 0 d^-i^j^a{d-l) 

1 C-^l) d \ 

I 1 d+l) + a \ 
= (6 — a) (c — a) (d — a\ {c — &) {d — &) (cZ — c). 
Allgemein kommt die Determinante ^^>ten Grades 




1 1 

iCi xl • 


1 

^2 ^2 ' 


1 

x^ 4 « 

1 


' CO 


dem Produkt der y n {n — 1) DijBferenzen — x^ — x^^ 
gleich. 

Wahrend jRg, als Determinanten dritten und vierten Gradei 
65 bzw. 24 Glieder ergeben, liefert die Entwicklung des Produkts voi 
3, 6 Binomen 2^= 8 , 2®== 64 Glieder; daraus folgt, da 6 die letzter< 
Entwicklung Reduktionen gestattet. 

2 , Die Determinante 

a^ + x \ Cl j 

Jg + a? Cg I 

^3 ^3 ^3 “ 1 ~ ^ I 

lafit sich, indem man alle Elemente unter Benutzung von NuUen zi 
Binomen macht, nach 109 in acht Determinanten auflosen. Die erste 
ist (ai&gCg); drei enthalten je eine Kolonne mit x und reduzieren sicb 
auf den zweiten Grad: {b^c^x, {c^a^x, [a^b^x-^ drei entbalten je zwei 
Kolonnen mit x und reduzieren sicb auf a^x^, 62 ^^; letzte 

enthalt sQle drei Kolonnen mit x und reduzieii; sicb auf ibr Haupt- 
glied x^. Mitbin ist 

B = (^1 JgCg) + [(ftgCg) + (Cg ^i) + {fl^b^lX + [d^ + 63 + 

Dasselbe Verfabren auf 


Q^l X &i Cl d-^ 

Ug X C?2 

I % &3 ^3 ~ ^ ^3 

1 ^4 h ^4 ~ CC 

angewendet gibt: 

B («! 62 Cg — [(&2 Cg d ^ + (Ci Cg + (^1 \ ^4) + (^1 62 Cg)] a? 
+ [(«! 62) + (^1 Cg) + (^1 d^ + (62 Cg) + (&2 + (Cg d^l X? 

— (^i + ^g + Cg-krZJic^ + a;*. 
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Beispielsweise ist 

; 1 -a: 2 3 4 

1 2-a; 3 4 i 

1 2 3 -a: 4 | 10a:3+ - 10), 

1 2 3 4— X 


indem die Detemainante, die nach Unterdructung der x verbleibt, 
eine NuUdeterminante vom Eange 1 ist. 

3. Die Entwickliuag von 

\ X \ 

(X^ X ^2 ^2 I 




G&o X do 


^3 W3 JU M/g 

^4 ^4 ^4 ^ { 

fabrt auf den vorletzten Fall znriiek; man brancM nur das Zeichen 
von X zu andern und zu beachten, daB = ^^ 4 = 0 ist; 

biemacb ist 


+ 


+ 


0 rfg 

&3 0 d^ 

\ C 4 , 0 

0 5. 
0,0 



0 

h 

Cl 

d. 









0 

C2 

dg 









dg 

h 

0 

d. 








«4 

h 

C4 

0 

1 







0 


d. 


0 

h 

d. 


0 

h 

Cl j] 

+ 

«s 

0 

dg 

+ 


0 

dg 

+ 

«2 

0 

^2 i 


*4 

«4 

0 


«4 

h 

0 



w 

0 i. 


X 


0 <\ ! 


0 


i + 


0 

0 


+ 


0 

JsO 


+ 1 


0 di 

WO 


+ 


I 0 d, 


) \ 

kO IJ 


X^ + X^, 


4. Bei der Ansrecbnung einer numerisphen Determinante mit 
ganzzabligen Elementen kommen die Satze in 107 und 108 zu be- 
standiger Anwendung. Ist ein Element 1 oder —1, so kann man 
mit Hilfe von 107 die iibrigen Elemente derselben Zeile oder Kolonne 
auf Null bringen und dann nacb 108 den Grad der Determinante 
um 1 emiedrigen. Kommt + 1 als Element nicbt vor^ so kann dies 
durch Anwendung von 107 erzielt werden; denn der Fall, daB alle 
Elemente gerade Zablen sind, kann ausgesehlossen werden, da man 
ibn durch Herausheben des Paktors 2 umgehen kann. 

Es sei beispielsweise die Determinante 

2 -3 2 5 3 

_3 4^2 -5 -4 

2-^2 6^2 -5 

5 _5 2 8-6 

3_^4_5-6 10 


12 
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auszureclinen. Durcli Addition der zweiten Kolonne zur ersten ensteht 

-1 -3 2 5 3 

I 1 4 -2 -5 -4 

0-2 6 2 -5 ; 

0 -5 2 8 -6 

-1 -4 -5 -6 10 , 

nachdem man die zweite Zeile zur ersten und letzten addiert hat, wird 
daraus i i q 0*— 1 

_ -2 6 2 -5 

; -5 2 8 -6 ’ 

; 0 -7 -11 6 


nach Addition der ersten Kolonne zur letzten weiter 


6 2-7 

6 2 1 

6 2 1 

6 8 73 

2 8-11=- 

2 8-1 

=- 2 8 -1 

2 10 23 

-7-11 6 

-7-11 -12 

1-1-12 

10 0 


- 730- 184 = 546; 


es sind dann weiter die zwei ersten Kolonnen zur dritten, hierauf die 
zwei ersten Zeilen zur dritten und schlieBlich die erste Kolonne zur 
zweiten und ihr 12-faches zur dritten addiert. 

§ 5. AufWsung einer Determinante in Produkte adjungierter 
Unterdeterminanten. 

112. Entwicklung nach den Unterdeterminanten einer 
Seihenkombiuation. Der in 105 bewiesene erste Hauptsatz be- 
trifft einen speziellen Fall der Entwicklung einer Determinante in 
Produkte adj ungierter Unterdeterminanten: namlich in Determinauten 
1 und n-i-ien Grades. Der allgemeine FaU besteht in der Ent- 
wicklung nach den Unterdeterminanten einer bestimmten Kombination 
von r Reihen mit den adjungierten Unterdeterminanten n — r-ten Grades. 

Um ein bestimmtes Problem vor Augen zu haben, handle es sich 
um die Entwicklung nach den Unterdeterminanten der ersten r Zeilen von 



flis ■ 




^21 

^'22 




«rl 


••«rr 

«..r + l • 

^rn 

®r+l, 

1 ^r4-l,2 * 

®r + l, 

,r ^'r + l,r + l 

• • «r + 



■ • ««,- 
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wie in 101 erklart worden, ist ein erstes Paar adjungierter Unter- 
determinanten der vorgezeiclineten Art 

Ai = ^22 * • • ^rr)f ^r+2,r + 2 * ’ * ^»«) * 

TJin ein neues Paar zn erhalten, das andere Glieder Ton B liefert 
als hat man eine andere Kombination von r Kolonnen an den 

Anfang zn stellen, die iibrigen Kolonnen in der natiirlichen Ordnnng 
folgen zn lassen und unter Beriicksichtigung des Vorzeichens der um- 
geformten Determinante dieselbe Teilnng der Matrix vorzunehmen nsw. 

Bezeichnet man die = q Eombinationen r^ter Klasse der Elemente 

1, 2, • • • ^ in der Reihenfolge, in der sie nach den Regeln der Kom- 
binationslehre aufeinander folgen, mit 1, 2, • • • bestimmt zu jeder 
durch die iibrigen n — r Elemente erganzten Kombination das Vor* 
zeichen gemaB der Anzahl der Inversionen, so geben die zugehorigen 
Produkte A^B^, betreffenden Vorzeichen ver- 

sehen samtliche Glieder von J?, so daB sich E in der Form 

1 

darstellt. In der Tat gibt jedes Glied dieser Summe — r)! Glieder 
von iJ; alle Glieder zusammen liefem also 

Q r! («-»•)! = rl (ti-r)\ = n\ 

verschiedene, somit dlJe Glieder von B, 

Man hat also den Satz: Eine Determinante n-ten Grades ist auf- 

V6sba/r in BroduMe von Unterdeterminanten r-ten und n-r-ten 

Grades, wovon die ersien einer bestimmt&n Kombination von r parallelen 
Beihen, die andern den iibrigen n ~ r BeiJien gleicher Art entnommen sind, 
Als Bei spiel diene die Entwicklung von 

i ^2 ^8 ^4 ^5 
\ &2 ^8 \ ^5 

B = % ^8 ^4 ^ 

d-^ d^ d^ d^ d^ 

^ ^3 ^4 ^ i 

nach den Unterdeterminanten der ersten zwei Zeilen^ sie ist durch 
das folgende Schema in leicht verstandlicher Weise dargestellt: 

12|345-13|245 + 14|235~151234 
+ 23 1 145-241 135 + 26 1 134 
' +341125-351124 
+ 451123; 
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das zweite Glied bedeutet namlicb das Produkt 

^3 ' ^2 ^4 ^5 

\ W \ \ d^ d^ , 

I % ^4 % 

dem das Zeichen — zukommt, weil die Permutation 13245 ungerad 
ist; und ahnlich die andem Glieder. 

113. Bie Satze von Jacobi. 1. Wenn r Zeilen (Kolonnen) 
ein&r Deterniinante n-ten Grades n — r Kolonnen (Zeilen) von Nullen 
enthalten, so redimert sich die Deterniinante auf das Produkt einer 
Determinante r^ten mit einer n — r-ten Grades. 

Denn, entwickelt man die Determinante nacL den XJnterdeter- 
minanten jener r paraUelen Reihen, so ist nui* eine davon nicbt Null; 
mit dieser Bemerkung ist aber der Satz schon erwiesen, 

Beispielsweise ist 

I 0 0 0 1 


a.2 &2 0 0 0 

^8 ^3 ^3 


^4 


^4 d^^ 64 


h 

h 


C 3 d^ ^3 
^4 ^4 ^4 
^5 ^5 ^5 


: % h ^5 ^5 ^5 

II. Wenn r Zeilen (Kolonnen) einer Determinante n-ten Grades 
7neJir dls n—r Kolonnen (Zeilen) von Nullen entlialten, so hat die 
Determinante den Wert Null 

Da namlicb keine der Unterdeterminanten r-ten Grades aus den 
r Reiben von Null verscbieden ist, so verscbwinden alle Produkte 
konjugierter Unterdeterminanten, die man nach den Satze in 112 zu 
bilden batte. 

Hiernacb ist also 


6^ 0 0 0 I 

ctg ^2 0 0 0 I 


Ug &3 0 0 0 

^4 ^4 ^4 ^4 ^4 

as h <k ^6 


= 0 . 


§ 6. Multiplikation von Betenainauteii. 

114. Produkt zweier Determiuanteu n-ten Grades. Das 

Produkt zweier Determinanten w-ten Gfrades: 



^11 

^12 * 

' ' ^in 1 

^11 ^12 



% 

<^22 • 


&2l ^2S 



am 

a«2- 

* ^nn i 1 

Ki K 2 • 

• • Kn 
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besteht im allgemeinea aus (^^!)- Grliedem, also sehon bei zwei Deter- 
minanten 3. Grades aus 36, bei zwei Determinanten 4. Grades aus 
576 Gliedern, uud die Gliederzahl wacbst mit dem Grade aufier- 
ordentlich rascli. Bei dieser Komplikation bedeutet nun der folgende 
Satz eine wesentlicbe Vereinfachung: 

Das ProduU meier Determinanten n-ten Grades Idjit shh wieder 
dls Deierminante n-ten Grades darsfellen, 

Zun'achst ist eine Darstellung des Produkts durcb eine Deter- 
minante 2w-ten Grades mit Hilfe des ersten Jacobischen Satzes obne- 
weiteres moglicb, indem, neben unbegrenzt vielen andem Pormen, 


«11 

^'12 * ‘ 

• 

0 

0 • 

■0 


• 

• « 2 » 

0 

0 •• 

■ • 0 

^'nl 


^nn 

0 

0 • 

•0 

1 

0 

■ 0 

in 

in- 

■■Ki 

0 - 

-1 •• 

• 0 

hi 

in * 

' * ^n2 

0 

0 

• -1 

hn 

hn- 

* * 


dabei ist das linke untere Feld, das mit willkiirlicben Elementen 
besetzt werden konnte, so eingericbtet, da6 es nun moglicb wird, die 
Determinante auf den ^-ten Grad zu reduzieren. Multipliziert man 
namlicb die ersten n Kolonnen der Reibe nacb mit 

^12? ' ■ * \n 

und addiert zur w + 1-ten, bierauf mit 

^21? ^22? * * * ^2n 

und addiert zur w + 2-ten usw., endlicb mit 

^n2J * * ’ ^nn 

und addiert zur 2M-ten Kolonne, so nimmt das Produkt AB folgende 
Form an: 

^11 ^12 * * * ^In ^11 ^12 * ‘ » 

^21 ^22 * * * ^2 n ^21 ^22 * * * ^ n 

j -n ^n2 ’ * ' ^nn ^nl ^»2 ' ’ * ^nn 

0 ... 0 0 0 ...0 ' 

0-1 ... 0 0 0 ...0 

0 0 1 0 0 ...0 

Die neu entstandenen Elemente sind Aggregate, zusammen- 
gesetzt aus den Elementen von A und B nacb folgendem Gesetz: 
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^11 — ^11^11 “i“ %2^12 “I" ‘V "f" ^Irfiln 
^12 = ^11^21 + ^12^22 + ^Inhn 

also allgemein 

^ilhl + H 

man nennt diese Art der Zusammensetzung von wonacii es ent- 
steht, indem man gleichstellige Elemente der i-ten Zeile von A und 
der A’ -ten Zeile von B miteinander mnltipliziert nnd die Prodnkte addiert, 
die Kampositim der i-ten Zeile von A mit der A-ten Zeile von B, 
Indem man nun in dem letzten Resultat die samtlichen Kolonnen 
>z-mal nacheinander zyklisch permutiert, wird weiter ( 93 ) 



^11 ^2 * 


^11 <^12 * * ’ 

» 1 « 


^21 ^22 


^22 * * ‘ 


AB =(- 


^nn 

® n 2 • • ■ 

«»» 


^ 00 - 

..0 - 

— 

1 0 • ■ . 

0 


0 0 . 

••0 

0-1 ••• 

0 


0 0 • 

••0 

0 0 

-1 


€^l C^2 * 



-1 0 -- 

. 0 

= (_ 

ly ^21 ^22 * 

* * ^ 2 w 


0 - 1 .. 

• 0 


^nl ^ ft 2 ‘ 

* ^nn 


0 0 -- 

• -1 


also sckliefilicli (nach dem zweiten Satze in 108 ) 

Cii 0^2 • • * q „ 

AB = ^22 * * ‘ ^2w , 

^nl ^n2 * * ’ ^nn 

Wegen der Gleiclibereclitigung der Zeilen und Kolonnen kann 
das Produkt zweier Determinanten auf vier im allgemeinen voneinander 
verschiedene Arten dargestellt werden, indem man Zeilen mit Zeilen, 
Kolonnen mit Kolonnen, Zeilen mit Kolonnen und endHch Kolonnen 
mit Zeilen komponieren kann. Wendet man diese vier Modalitaten 
bespielsweise auf zwei Determinanten zweiten Grades an, so ergibt sich: 


«1 \ 

«1 /?! 

1^2 h 

®2 ^2 

^ ajOi + Ji/Si + 

% “l“ ®2 *^2 A ~ t " ®2 ^2 

1 ^2§1 "I" ^2^2 

bicc^+b^a^ 

_ «i«i + Wifi's 

®1 “l + ®2 “2 “ t " ®2 ^2 

flaCj + & 2«2 « 2 < Sl + 52/^2 

h>^l+h^t ^« 2 +^ 2/?2 
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Um eine Anwendung von dem Mnltiplikationstheorem hier scion 
zu geben, seien a, b, c, d vier komplexe Zahlen und a\ c, d' die 
ibnen konjugierteiij so daB aa' eine Summe von zwei Quadraten^ die 
Norm von a (und von a), ist (18); ebenso fiir die andern 

Paare. Unter dieser Annabme bat man: 


ac + bd 
—b'e + a'd 




1 a h \ \ 

e d 

\-h' a'\ 

-d' c' 


— ad' + be' 
b'd'+a'c 


= N(ac + bd) + N(- ad' + be') , 


folglicb 

[N{a) + N(Jb)] [N(c) + N{d)] = N{ac + bd) + N(-ad' + be'). 

Hierin spriebt sicb die Tatsacbe ans, daB das Prodnkt zweier 
Summen von je vier Qnadraten wieder als Summe von vier Quadraten 
dargestellt werden bann. 

Ist beispielsweise 

so bat man im Sinne obiger Ausfubrung 

(12+22+32 + 42) (52 + 62 + 72 + 82) - 42 + 102 + 182 + 6S2. 


115. Produkt zweier Determiuanten ungleichen Grades. 

Um von dem Satz der vorigen Nummer Gebrancb macben zu konnen, 
erbobt man den Grad der niedrigeren Determinante dnreb R^dem 
auf den der boberen; dabei wird es im allgemeinen am zvreckmaBigsten 
sein, die willkurlicben Elemente durcb NuUen zu besetzen. 

Indem man Zeilen mit Zeilen komponiert^ ergibt sicb also bei- 
spielsweise: 

lO'ih Cl ^l\ 


^*2 ^2 ^2 


«1 A 


®S ^3 C^ 


«2 A 


®4 h Ci ^4 


®i Cl di 
as &2 Cs ds 
«S h C 3 <^3 
&4 C4 d^ 


ttj ^4 0 0 

02 1S2 0 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


<h«i + \k 
+ \^1 

+ Kh 


a^c£s + bip 2 


^2 ^2 ^2 ^2 

Cs f ?2 

agOg + 63^2 

^8 . ^8 I 

^4^2 + ^4^2 

C4 d^\ 
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116. Quadrat eiuer Determiuaute. Die Identitat vor 
tagrange. 1. Um das Quadrat einer Determiuante wieder in Deter- 
minantenform zu erhalten, braucht man sie nur mit sich selbst zu 
multiplizieren. Komponiert man dabei gleicharfcige Reihen, also Zeilen 
mit Zeilen oder Kolonnen mit Kolonnen, so zeigt das Resultat eine 
besondere Bauart. So gibt beispielsweise das Quadrat einer Deter- 
minante 3. Grades bei Komposition der Zeilen: 

^ +hh+ 

^2 ^ 1^2 + <^ 1^2 + ^2 ^3 + ^2 ^ 

^2^3+ *^2^3 + ^2^3 + 


In dem Resultat sind also Elemente, die symmetriscb zur Haupt- 
diagonale angeordnet sind, einander gleich; das Quadrat einer Deter- 
minante gibt bei der bescbriebenen Ausfuhrung eine symmetrisclie 
Determinante desselben Grades. Dies gilt fiir Determinanten beliebiger 
Grade. 

II. Die Determinante zweiten Grades 

+ ^2^ + * * * + ^«^ + ^2^2 + ’ * * + 

+ + • • • + CLjfin + ^ 2 ^ + * ■ * + 


(a) 


deren Elemente Summon von je n Gliedern sind, laBt sicb in Deter- 
minanten mit einfachen Elementen auflosen ( 109 ); von diesen sind 
n identiscb J^uU, diejenigen namlicb, die aus beiden Kolonnen Glieder 
desselben Zeigers zusammenfassen, wie z. B. 


a.® afii 

a, I, T>? 


= aj), 


a, h 


0 


5 


(| 5 ) 


es verbleiben also ^n = n(n — 1) im allgemeinen nicbt verscbwindende 
TeQdeterminanten. 

Lost man bingegen die Determinante (a) in ^ Teilde terminanten 
von dem Schema 

I »i^+aA 


^■A + (^A V + V 


(j') 


anf, indem man i, h aUe Kombinationen zweiter Klasse der Elemente 
1, 2, . . .n durchlaufen laBt, so entsteben ibrer jede daron 

ergabe bei weiterer Auflosung Tier Determinanten mit einfacben Ele- 
menten; im ganzen gabe es also solcber 2n(n — 1); da aber dajfunter 
jede Determinante des Typns (/3) n— 1-mal auftritt, so sind ibrer 
1) identiseb gleiobNull und Terbleiben n(n — 1) im allgemeinen 
Ton Null versebiedene , Determinanten, so daB 


V+V+-+a/ a^h+(hh+-+anh 

;«! -j [- H h 


lot,- 


A+aA 
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nun ist aber die unter dem Summenzeichen stehende Determinante 
les Typus (y) das Quadrat you 

i a, a., 

mithin gilt die Ton Lagrange zuerst bemerkte Idenditat: 

“ (^2 2 ’ 

Far dreigliedrige Summen' lautet sie aiasgeschrieben: 

(a,^ + (b,^ + + b,^) - (a^ + aA + a,b,y 

= ( jx ^ b ^ ^3^2) “F “ 1 “ (^1^2 — ^2^1}"' (®) 

117. Determinante der adjungierten Matrix. Es ist in 

HO von der Matrix gesprocbenworden, die aus den den Elementen einer 
Determinante 



«11 ^12 * 

•*«!« 

R = 

^21 ^22 * 



® 7 i 2 • 

^nn ! 


adjungierten Unterdeterminanten zusammengesetzt ist: die aus ibi- ge- 
bildete Determinante 


«u 



«f 31 

®^22 ' 

•■« 2 „! 

«nl 

a« 2 -' 



steht zu JR in einer einfachen Beziebung, die sich durcb Multiplikation 
bei Komposition gleichartiger Reiben ergibt; unter Anwendung der 
beiden Hauptsatze 105, 106 ergibt sicb namlicb 



BO- 

\ 

0 

BS = 

\0B- 

•• 0 


0 0-- 

• B 


woraus, wenn i? 4 = 0? 


Es ist also die Determinante des adjungierten Systems eine Potenz 
der Determinante des urspriinglicben Systems, und zwar ist der Expo- 
nent der um 1 erniedrigte Grrad. 

Dafi bei E — 0 aueb S = 0 ist, mirde bereits in HO bemerkt. 
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Vn. Abschnitt. 

Gleiclumgen. 


§ 1. Lineare Oleiclinngen. 

118. Nichthomogeue Oleichungeii mit nichtversohwin- 
deuder Determinante. Ein System Ton n linearen GHeichungen 
mit w Unbekannten hat die allgemeine Form: 

'+ h = % 

^21^1 “h ^22^2 "t" ' ■ ■ “h ®2«^a “ 

««l«l + ««2^2d + ««««»=«» 


Bs heifit nicMhomogm, wenn ■wenigstens eines der dbsolutm Glieder 
i(j, nieht Nall ist. Die Koeffieienten unter welchen wir 

ans reeUe Zahlen denken woUen, bilden eine qaadratische Matrix, 
deren Determinante 


a^2 * ' 

' ■ 

1 %2 * ' 
1 . . ^ - . 

■•« 2 « 




(2) 


als Leterminmite des QleicJmngssystems (1) bezeiclmet wird. 

Jedes Wertsystem • •• x^^ das die Gleicliuiigen (1) befriedigt, 
heiBt eine Wnr^el oder Losung von (1). Die zu entscbeidende Frage 
gebt dahin, ob nnd Tvelcbe Losungen das System besitzt. 



^11 ^18 * * 

• “it • • 


II 

«21 ^22 • * 

* ^2k * * 

•«2n 


««1 «n2 • • 

’ ^nk^k • * 

* ^nn 


addiert man znr ft-ten Kolonne die ubrigen^ nachdem man sie folgeweise 
mit x^, • • • multipliziert hat, so entsteht mit 

Riicksicht auf (1) 


^11 ^12 ■ 


* ^In 



a^i ^22 • 


* 


(3) 

^nl ^«2 ■ 


* ^nn 




wenn man als Zeichen fur jene Determinante benutzt, die aus B 
hervorgeht, indem man die i-te Kolonne durch die absoluten Glieder 
ersetzt. 
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1st nun i? + 0, so ergibt sicli 

Bj: 

SOk ~ = 1, 2, . . . n} (4) 

als die einzige Losung, die das System (1) besitzt. Man hat also 
den Satz: 

Das nichfhomogene System (1) hat eine und nur eine Losung, tvenn 
seine Determinanie nickt Null ist; jede TJnbekayinie stelU sich als Quo- 
tient mit dieser Determinante als Nenner und einer Determinanie als 
Zdhler dar, die aus jener entsteht, tvenn man die Koeffizienten der m 
herecJmenden JJnhekannten durcJi die JJbsoliitglieder erseUt, 

Entwickelt man Rj, nach den Elementen der 7j-ten Kolonne, so 
erscheint 

A = + • • • + (OJ 

als eine homogene lineare Funktion oder Form der h; mithin kann 
man auch sagen, jede TJnbekannte ergebe sich als eine lineare Form 
der absoluten Glieder. 

119. Nichthomogene G-leichimgeu mit verschwiudeuder 
Betermiuaute. Ist die Determinante R des Gleichungssystems (1) 
gleich NuU, hingegen 4= 0; so kann die Gleichung (3), d. i. 

Rxj^^ Rj^j 

fiir ein endliches nicht bestehen; die Gleicbungen (1) besitzen keine 
Losung, sie stehen miteinander im Widerspruch. 

Ist jedoch neben i? = 0 auch 0, so yerschwinden auch aUe 
andem Zahlerdeterminanten; denn wegen (5) hat man 

"1 b , 

und wegen i? = 0 nach dem Satze in 110 : 
folglich auch 

^12^1 ~b ^31^2 . -j- = Rg =0. (^4=*) 

Die Gleichung 

RXji; = Rj;. (i = 1, 2, • • • «) 

wird also jetzt durch jeden Wert von Xj^ befriedigt, die Losnng ist 
unbestimmt, die Gleicbungen sind voneinander abhangig; denn aus 
JR = 0 folgt nach dem ersten und zweiten Hauptsatze (106, 106); 

+ • • • + = 0 
+ “2i%2 1- = 0 

V 

aii®u+ «2it«2i-i H 0 


+ “2i®2n "I 1" ^ ? 
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fiigt man hierzu 

i- 0 

und addiert samtliche Gleichungen, nach dem man sie der Reilie nach 
mit “■ ^ miiltipliziert hat, so ergibt sick 

+ hfliA— Ml) + a2i(a21^*'l + «22^2 + • ' ’ +<hn^n-i(s) + 

• • • + + • • • + a„„x„ — «■„) = 0. 


120. Eomogene Gleichnugeu mit uiehtverschwiudeuder 
Determiuaute. Das GHeicHungssystein (1) heifit homogen, wenn 
alle absolnten Glieder NtiU sind; es hat dann die Form 

H 1- ai^x„ = 0 

«2l‘^l + ^22^2 H h ^ 


+ + a„„X„=0. 


( 6 ) 


1st nun jR + 0 fiihrt man an dem Produkt Bxj^. dieselbe 
Umformung aus wie vorhin, so erhalt man 


Rxj 


^11 <^12 ’ * 

• 0 - 




^'21 ^22 * * 

. 0 

■ ■ ® 2 « 

li 

^0 

(& = 1 , 2 , 

I «« l « n 2 - • 

• 0 - 

• • ««» 




eine Gleichung, der nur durch 




geniigt werden kann. Es gilt also der Satz: Ein System von n ho- 
mogenen GUichungen mit n TJn'bekannten, dessen Determinante niclit 
NuU ist, hat nur die eine Lomng Oy 0, • • • 0. 

Diese Losung soil die triviale heiBen, weil ihr Bestand unmittel- 
bar zu erkennen ist. 

Soil das System neben der trivialen nock eine andere Losung 
haben, so muB notwendig JJ = 0 sein. 

121. Homogeue G-leichuzigexi mit verschwiudender Deter- 
minante, 

1. Ist i? = 0 und ist die Determinante vom Range n — 1, so daB 
mindestens eine TJnterdeterminante dieses Grades nickt NuU ist, so 
kann die Untersuckung in folgender Weise gefkkrt werden. Sei 


% <^12 

«21 O 2 & 


«— 1, w-i 
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Homogene lineare Gleiciningen. 

eine nichtversdLwindende Unterdeterminaiite, so ordne man die ersten 
« — 1 Gleichnngen von (6) wie folgt: 



+ <^ 12^2 


II 

1 

a 

^ 21^1 

- f - U ^ 22^2 

■1 



!■ ®7t-l = 



sie liefern nacli dem Vorbilde von (3) die Gleiclmng 



^11 

<h2 





^21 

^22 


««• 





««-l, 


^71 — 1, /l — l 



«11 

^12 

“ ‘ 


1 

1 

52 

®21 

^22 

•«2„ 

•••a2,,-i ‘ 

. . . . .! 


1 

<^r, 19* 

« — 1,2 

* * 

1 

1 * * * ^72 — l,n — 1 ! 


bringt man die Kolonne Stelle 

der i-ten steht, durcb zyklische Vertanschnng der letzten Ko- 

lonnen an die letzte Stelle, wodnrcli die Determinante das Vorzeichen 
f erhalt ( 03 ), so verwandelt sie sich, von diesem Vorzeichen 
abgeseben, in 


flu 

«12 •• 



* ‘ 



®21 

^22 

■ «2,i-l 

%,;?: + 1 

* * ^2;i 

= (- 



,1 ^n-1,2 * ’ 


1 + l ’ 





infolgedessen ist, unter Berticksicbtigung aller Zeichenfaktoren, 

(i=l,3.-«-l); c<) 

es bleibt also willkurlich, und mit der Wabl eines Wertes fur x^ 
sind die Werte der andern Unbekannten bestimmt. Aub (7) folgt 
tlberdies 

x^ : x^ : • ^ : x„^ 

und da wegen iJ = 0 

bei beliebigem i ( 110 ), so verhalt sich auch 

a?! : flTa : • • • : «„ = a,-i : eSfa : • • • : (8) 

Das Ergebnis laJBt sicb nun so zusammenfassen: Ein System von 
n homogenen GleicJiungen mit n Vnbelcannt&tij dessen Determinante gleich 
Null und vom Range n — 1 ist, ist einfach unlestimmt, indem eine 
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TJnUkannte ivillkilrlicli tverden Mmi] das System lestmm 

lediglicli das YerMltnis der Unbekamiten, das gleicJilcommt dem Ver 
lidltnis der TJnterdeterminanten zn irgendeiner Zeile von JR, 

Es bleibt noch der Beweis nacbzutragen, daB durcb die Losung (7 
aucb die letzte Gleichung des Systems (6), die ausgeschaltet wordei 
war, befriedigt wird; in der Tat verwandelt sicb die linke Seite diese 
Gleicbung durch die Substitution (7) in 

r f \ JRx 

^ ^nl ^»2 4" * ‘ * "b ^nn I 

I ) nn 

und dies ist Null, weil i? = 0 ist. 

II. Angenommen, B sei wieder = Q, aber vom Range n — 2 urn 


«11 

^12 


, n -2 

«21 

^22 


,«~2 

««- 

2,1 ^«- 2,2 


~ 2,«-2 


eine der nichtverscbwindenden Unterdeterminanten dieses Grades 
Ordnet man dann die ersten > 2—2 Gleicbungen nacb dem Schema 

«!! ^l + %2 ^2’i ^n-2 ~ 

^21 ^2 ^ bC&2,w-2 ^72-2 ~ ^2,n-l ^n-1^ ^2n 


^w-2,1 4* ^n-2,2 ^2 4“ “ * “b — 2 ^«-2 ^n-2,»-l^n — 1 

SO ergeben sich daraus • • • ^„_2 als lineare Formen von x^_^ 

x^, und erteilt man diesen zwei (Jnbekannten beliebige Werte, so sin( 
die Werte der vorangehenden dadurch bestimmt. Die TJnbestimmthei 
ist also nunmehr eine zweifache. Der Beweis, daB die beiden letzte] 
Gleichungen des Systems (6), die jetzt ausgeschaltet waren, durch di' 
so gefundenen Ldsungen auch befriedigt sind, wird ebenso gefiihr 
wie unter 1. 

Wie man erkennt, kann diese SchluBweise fortgesetzt werden un( 
fuhrt zu dem allgemeinen Ergebnis, daB, wenn B ^0 und vom Rang^ 
n — r ist, n — r Unbekannte durch die r iibrigen linear ausgedriick 
werden konnen, so daB die Unbestimmtheit eine r-fache ist. De 
interesselose Grenzfall, daB B vom Range 0, also deshalb verschwindei 
weil jedes einzelne Element Null ist, fiihrt zur voUigen Unbestimmt 
heit der Unbekannten. 

III. Erfiillen die Koeffizienten des Systems (6) die Bedingun^ 
J? == 0, so daB neben der trivialen noch andere Losungen bestehen, s< 
kann dieses System, indem man die Verhaltniszahlen 
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als neue Unbekannte * ^n-i betracbtet, in die Form von n 

nicMliomogenen Gleicliungen mit w — 1 Unbekannten gebracht werden : 

ail ^1 + ai2 ^2 H b ^ji-l + «ln 0 

«21 + ^22 ^2 H b + ®2n == 

^ 1 + ««2 ^ 2 + • * * + 4 - 0 . 

In bezug auf ein solcbes System gilt also der Satz: Ein System 
von n nichtJiomogeneyi linearen Gleicliungen mit w — 1 Unbelcannien be- 
sitst nur dann eine Uysung, mit anderyi Woyiien, e$ Mnn nur daym be- 
stehen, iveyin die Deferminayite aiis deyi Koeffi^ieyiten md deyi absolute)! 
Gliedern Null ist, 

IV. Man nennt die Gleichung IS == 0 mit Bezug auf das System (6) 
Oder das System (9) dessen Resultante-^ sie driickt die Bedingung der Auf- 
losbarkeit des Systems aus. Man kann aber dieselbe Gleichung auch als 
das Resultat der Elimination der Unbekannten aus dem betrefifenden 
System auffassen, bei welcher Elimination die Esistenz einer Losung 
scbon vorweg genommen wird. Aus diesem Grunde wird die Deter- 
minante J? aucb als Eliminante des Systems (6) oder (9) bezeicbnet^). 

122. Beispiele. 1. Es sind die Gleichungen 

2a;- 3y-f 4^- 11 

a; + 4j/ — 5^; = — 6 
3a; — 7j/ + 4^= 1 

aufzulosen. 

Ihre Determinante 

2^3 4 0 - 11 14 

ij=l 4-5 = 1 4- 6 ! = 19(11 -14) = -3.19 

3-7 4 0- 19 19 I 

ist vonNuU verschieden; darum gibt es eine Losung. Man hat weiter 
die Zahlerdeterminanten: 

11-3 4 .. 5 lr-1 

- 6 4-5 = -6 4-5 

I 1^7 4 1-7 4 

10 36-21 

= 0-38 19 = 19(36-42) = -6.19, 

1-7 4 

1) Neben dieser Terminologie ist ancb eine andere gebrauchlicb, derzufolg€ 
B als Resnltante bezeichnet wird; alsdann mnfi gesagt werden, der Bestand dei 
einen oder andem Gleicbungssystems erfordere das Yerscbwinden der Resultante. — 
Das Eliminationsproblem bei linearen G-leichnngen bildete fur Leibniz nnc 
Cramer den Ausgangspunkt fur die Erfindung der Determinanten. Ygl. hierzi 
die Note zu 95. 
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Gleichtingen. § 1. Lineare Gleiclirmgen. 


I 2 11 4 ,3 5-1 

1 -6-5 =i 1-6-5 
I 3 14 j 3 1 4 

0 23 14 

= _6 -5 =19(14-23) 9.19, 

jo 19 19 

2- 3 11| 3 15 

1 4 -6j= 1 4-6 

3- 7 i| 3-7 1 

0-11 23 

= 1 4-6 =19(11-23) 12.19, 

0-19 19 

folglich ist 

x = 2, 2/ = 3, =* 4. 

2. Die Determinante des GleicliuDgsystems 
x + 2y + d0=^ 6 

4 ^ + — 2 

lx+ 8 y + 90 ^ 9 
ist Null ( 96 ); die Zahlerdeterminante 



623 


623 

- 423 


-256 


- 256 = 

- 27 5 6 


98 9 

j 

510 

0 10 


versctwindet aber nicbt; man hat es also mit einem System einander 
widersprechender Grleichungen zu tun. In der Tat erhalt man durch 
Subtraktion der ersten Gleichung von der verdoppelten zweiten 

7x + 8y + 90^ — lO 

im Widerspruch zur dritten, 

3. Das Gleichnngssystem 

X + 2y + ^0 4 

Ax + by + 80 = 7 
lx + 8y + 90^ 10 

gibt keine Bestimmung fur x, y, 0 , weil nicht nur i? * 0, sondem auch 



4 2 3 


2 2 1 

^» = 

7 5 6 

= 

2 5 1 


10 8 9 


2 8 1 
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und darum notwendig auch = 0, i?, = 0 ist. Die Gleichungen 
sind nicht unabhangig von einander; man erkennt dies u. a., wenn 
man von der verdoppelten zweiten die erste subtrahiert; es ergibi 
sicb die dritte. Da B vom Range 2 ist, kann man einer Unbekannten 
einen beliebigen Wert beilegen, aus zweien der Gleicbungen die beiden 
andern Unbekannten rechnen; die dritte Gleichnng ist durch jede so 
gefundene Losung befriedigt. 

4. Das Gleicbnngssystem 

2a; — + 4^? = 0 

X + 4^y — bz ^ 0 
Sx -- 7y + A 0 0 

besitzt einzig nnd allein die Losung a; ~ 0, 2 / = 0, 0^0, weil seine 
Determinante iJ + 0 ist (vgl. 1). 

5. Hingegen hat das Gleichungssystem 

X -}- 2y -{” SiSf = 0 
4:X + by + 

1 X + 8y + 


einfach-unendlich viele Losungen, weil seine Determinante jR = 0 nnd 
vom Range 2 ist; es bestimmt das Verhaltnis 


2 3 

3 1 

1 2 

5 6 

’64' 

■ 45 


3:6:-3 = l:- 2:1, 


ist also durch a; = A, y ^ — 0 =^ k bei beliebigem k erfuUt. 

6. Das Gleichungssystem 

x+ 2y + B 0 + 4w — 0 
5a; + 6y + 7^ + 8w==0 
9x + 102^ + 11^ + 12w = 0 
13a; + 14:y + 15;^ + 16u = 0 


hat eine verschwindende Determinante; denn 


12 3 4 


11 3 1; 

5 6 7 8 


5 17 1 

9 10 11 12 


9 1 11 1 

13 14 15 16 


13 1 15 1 


B ist ferner vom Range 2, weil alle Unterdeterminanten dritten Grades 
Null, hingegen die Unterdeterminanten zweiten Grades nicht Null sind. 
Es gibt deshalb zweifach-unendlich viele Losungen, die man in folgen- 
der Weise darstellen kann. Aus den ersten zwei Gleiehungen folgt 

13 * 
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durch 



3^ -j- 2 I 

7^ + 8w 6 ! 
1 + iu I 

5 7^: + 8w I 


1 2 
5 6 
1 2 
5 6 


— 2^ — 3w; 


= X "}" 2^ 
2/ = — 22 — 3fi 
= 2 


« =* li 

sind also bei beliebigem 2, ^ alle vier Gleickungen befriedigt. 

7. Durch das Gleichungspaar 

ax +l)y + C 0 ^ 0 
ax + Vy + e's^ 0 

sind die Verhaltnisse xiyis bestimmt, sofern nicht alle zweireibigen 
Determinanten, die aus der rechteckigen Matrix 

a h c 
a'b'c' 


gebildefc werdeu konnen, Null sind; unter dieser Voraussetzung ist 


|& c 

e a 1 

\a h \ 

j h' c 

c' a \ ' 

■ ! a' V 


§ 2. Allgemeine Satze uber ioliere algebraiscke (xleickiingen. 

123. Hauptsatz der Algebra. Eine gauze Funktion n-ten 
Grades der Variablen x hat die allgemeine Form: 

/{x) = a^x^ + a^x^-^-] \-a^. 

Von den Koeffimnten allemal voraus- 

gesetzt^ daB sie reelle Zahlen seien; hingegen soil x nicht anf reelle 
Zahlen beschrankt, sondern auch komplexer Werte fahig sein. 

Die Anfgabe, zu einem gegebenen Werte des Arguments x den 
zugehorigen Wert der Funktion zu bestimmen, hat immer eine und 
nur eine Losung; ihre Aufdndung erfordert nur die vier Spezies. 

Die umgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Funktionswert b 
einen Argomentwert zu bestimmen, der ihn herbeifuhrt, bildet ein 
neues Problem, dem man folgende typische Form geben kann: Sub- 
trahiert man b von a^ und schreibt a'^ fiir a^ — b, so kommt es nun 
darauf an, der so abgeanderten Funktion den Wert Null zu geben. 

Auf diese Weise entsteht das durch den Ansatz 

/{x) = aQX^ + aiX”-^-{ h = 0 


( 1 ) 
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ausffedruckte Problem, wobei fiirc?' wieder das Zeichen a gescbriebei 
wurde Diesen Ansalz nennt man eine algebraiscle Glekliung n-im Grades 
einenWert der die Fordening erfiiHt, eine Wiirzel der Gleichnng odei 
eine Niillstelle (auch Wiirzel) von /(x): x heifit nnnmebr die Unbe 
kannte, das von von x freie Glied das absolute Glied der Gleichnng 
DaB jede Gleichnng ersten nnd zweiten Grades eine Wnrzei be 
sitzt, lehren einfache arithmetische Uberlegungen: die Prage, ob dies 
fiir jede Gleichung beliebig hohen Grades gelte, erfordert zu ihrei 
Erledignng iiber das Gebiet der Arithmetik hinausreichende Unter 
suchungen. Den ersten befriedigenden Beweis, daB dem so sei, hai 
Gaiifi gegeben und in seiner Doktordissertation (1799) veroffentlicht 
Wir nehmen hier den Hauptsatz der Algebra^ der diese Tatsache ans 
drtickt, als bewiesen an und formulieren ihn wie folgt: Jede algebra 
isclie GJeicJiung beliebig hohen Grades besitzt eine Wiirzel. 

124. Entwicklung einer ganzen Funktion nach einen 
Inkrement der Variablen. Wir stellen uns die Aufgabe: Weni 

/(x) = a^a” + r «„ (2 

ist, so soil /(x + h) nach Potenzen von h entwickelt werden. 

Die Losung konnte so geschehen, daB man in (2) x + hfurc 
setzt, die verschiedenen Potenzen dieses Binoms ausfuhrt und schlieB 
lich nach den Potenzen von h, deren hochste sein wird, ordnet 
das Resultat wird ein Ausdruck von der Form 

/(x + h) « Xo + X,1i + X,k^ + . . . + XJt^ (3 

sein; Xq, X^, ' ’ ' "^^^rden sich ans x und den Koeffizienten a zu 

sammensetzen. 

Ohne die beschriebene Entwicklung vorzunehmen, kann mai 
Xq, Xj, • • • X„ durch folgende Betrachtung gewinnen. 1st das Argu 
ment irgend einer Funktion /(u) eine Summe von zwei Yariablei 

X A y, so kann dem Differenzenquotienten — auch ein* 

der Fonnen^SI±.i§-_Z(^), E(E±I±^ZzIi^ + y). gegebei 

werden; geht man mit d zur Grenze Null iiber, so ergibt sich au 

dieser Bemerkung, daB F'(u) = + jf) Fy{x + y) ist. 

Hiervon machen wir bei der Gleichung (3) .Aiwendung un< 
dififerenzieren sie w-mal nacheinander in bezug auf h rechts, in bezu| 
auf X links; das Ergebnis dieser Differentiationen lautet: 

+ ;0 = + 2 Xgfe + 3X3 + . . • + nXJf- ^ ’ 

1 - 2 X 2 + 2 . 3 X 3 ^+..*+ (n^\)nXJi--^^ 

/;"(a:+A)= l-2-3Zs +-+(«-2)(n-l)wX„fe'-* [ ( 


1 - 2 .. 
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Setzfc man in (3) und (4) A = 0, so ergibt sich., wenn man bei 
den Ableitungen von /(x) den jetzt fiberfliissigen untem Index fort- 
laBt: 


Xo=/(a;) 



T — 

^2 - 1-2 


x = 


1 • 2 • • • w 


Fiikrt man diese Werte in (3) ein, so ergibt sich die verlangte 
Entwicklung; 

/ (^) 7, I f (^) 7,2 ^ ]in 


/{X + h) =/(a-) +“ 


(5) 


Bei ihrer Ableitung kam der TJmstand, daB /{x) eine ganse 
Funktion ist, nur insofern zur Geltung, als die Bildnng der Ableitungen 
(4) mit der w-ten einen natiirlichen AbschluB fand. 

125. Algebraische ^Teller eiuer ganzeu Funktion. Horner- 
sches Bivisionsverfahren. Nach dem Hauptsatze der Algebra hat 
die Funktion f{x) eine Wurzel, sie heiBe so daB f(x^ « 0 ist. 
Mit Bezug auf diese gilt nun der Satz: Die Different x — ist ein 
algd)raisclier Teller von /{p^^ 

Schreibt man namlich f{x) in der Form /{x^ + x — x^ und 
wendet darauf die Entwicklung (5) an, so wird: 

/(«)=/(^»i ) +-^ (x - «i) (x-x^f+ • ■ •+ (6) 


da nun /{x^ = 0, so ist tatsachlieh x — x^ ein Faktor der rechten 
Seite, also auch von /{x), d. h. /{p^ ist durch x — x^ teilbar. Der 
Quotient ist 


/(^i) . r 
1 1 


(^i) 


"b 


+ 1.2 ■■■n 


aJi) 




(7) 


also wieder eine ganze Funktion, /i{x), vom Grade w — 1, der Koeffi- 
zient ihrer hdchsten Potenz, wie aus dem Divisionsverfahren hervor- 
geht, wieder man hat also 

/(x) = (x-x^)A{x). ( 8 ) 

Man nennt x — x^ den zur Wurzel x^ gehorigen Wiir^elfalitor 
von /{x). 

Ist x^ nicht Wurzel von /(a;), so erstreekt sich die Teilbarkeit 
nur auf die Glieder vom zweiten angefangen in der Form (6), folg- 
lich ist /{x^ der verbleibende Divisionsrest. Dieser wichtige Sach- 
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verhalt kann so ausgesprochen werden: Bividiert man fix) dnrch 
X — so gibi der verbleihende Rest den Wertmn fix^) an: ist er Null 
so war x-^ eine WurM, * 

Hierin liegt das bequemste den zu einem ArgumentTvert x^ 

geborigen Funktionswert zu bereebnen und von einem Argumentwerf 
zu entscbeiden, ob er eine Wurzel sei. Die dazu fiibrende Division 
lafit sicb nacb einem von W. Gr. Horner (1819) angegebenen Schema 
Kiecbaniscb ausfiibren. Man bat nacb den gewobnlicben Divisions- 
regeln : 


(flo 52” + -I 1" ^ = 

^ ^ xw. — 1 

GJq X CCq 30^ X 


+ (ariao + ai)£c”“- 

+ [^i (^l ^*0 + ‘ 




(Xiap + ai) x^“^ — Xi(XiaQ + ai)x” ^ 

[x^ (a?! cfo + «i) + ^ 2 ] ^ + «3 ® 


das Bildungsgesetz der Koeffizienten Aj, J-g, • • • des Quotienten 
ist biernacb folgendes: 

Aq = 

x^Aq + 

^ x^A^ + do 

und fiibrt, an einem speziellen Fall erlautert^ zu folgendem Schema: 
Urn /{x) = bx^ — 2x^ + 4a; — 8 durcb a; — 2 zu dividieren^ S3breibe 
man die Koeffizienten fiber einem Stricb nebeneinander und rechne 
an ibnen mit der Zabl 2 wie folgt: 

5 — 2 4 — 8 _ 

2 15 8 20 (32) ’ 

man bildet namlicb nacb und nacb 2*5 — 2 = 8, 2-8 + 4== 20, 
2 - 20 — 8 = 32; 32 ist als Divisionsrest durcb Einklammerung ge- 
kennzeichnet ; es ist also 

(5:c^ - 2x^ + 4a? - 8) ; (a; - 2) = bx^ + 8a? + 20 + ^,/(2) =32. 

Um auf alle in Betracbt kommenden Umstande aufmerksam zu 
macben, sei nocb die Division von /(x) == — Sot' — 6 durcb a; + 2 

ausgeffibrt; das Schema lautet bier so: 

1 0—50—6 

2 i 1 — 2 — 1 2 (— 10) 

und gibt 

(a?* - 5a?' - 6) : (a? + 2) = a?» - 2a-* - a? + 2 - /(- 2) = - 10, 



200 C41eichungea. § 2. AUgemeine Satze fiber hfih. algebraiscbe Gleicbungen. 


126 . Auzahl der Wurzelu einer algelbraischeu G-leichimg. 

Durcli wiederholte Anwendung des Hauptsatzes, daB jede gauze Pnnk- 
tion eine Nullstelle besitzt und dnrch den zugekorigen Wurzelfaktor 
teilbar ist, ergeben sick die folgenden Ansatze: 

/(x) (x - 

Mx) (x - x^)/^(x) 

/^{x) = {x- Xs)/s{x) 


dabei bedeutet eine Nullstelle von das eine ganze Funktion 

vom Grade n — i mit dem Anfangskoeffizienten Uq ist; folglich ist 
/^(x) = selbst. Die Mnltiplikation vorstebender Gleicbungen fiUirt 
afso zu . . . (a; - ( 9 ) 

ans welcber Darstellung nnmittelbar hervorgebt, daB /{x) die Nnll- 
stellen ajg, • • • bat. Es gilt sonacb der Satz: Eine Gleichung 
n-tem Grades iesitd n Wurzeln, 

Die Annabme, /(x) besitze anBer den genannten Nullstellen nocb 
eine weitere, von ibnen verscbiedene Nullstelle x\ batte den Ansatz 

fix') = ao(®' — • • • {x' — «„) = 0 

zur Folge, der aber, da die samtlicben Differenzen von Null ver- 
scbieden sind, nur besteben kann, wenn (Zq = 0 ist. Dann aber wird 
f{x) vermbge (9) durcb jedtn Wert von x auf Null gebracbt; 



kann aber nur dann identiscb Null sein, d. b. fiir jeden Wert von x 
verscbwinden, wenn die Koeffizienten einzeln Null sind: 

= = 

Wemn also eine ganze Funktion n-ten Grades mehr als n Nall' 
sfdlm hut, so hat sie deren unmdlich vide, indem sie fiir jeden Wert 
von X verschwindet. 

Haben die zwei ganzen Funktionen 

/{x) = a^x^ + • • • + 

g{x) = + \x^-^+ h 

fur mehr als n Werte von x gleicbe Werte, so besitzt die Gleicbung 
/(cc) g{x) — {Uq Sq) ^ “b (^1 — + • • • + {a^ — 6„) = 0 

mebr als n Wurzebi; infolgedessen- ist netwendig 

<^o-h = 0? «i - \ = 0, ... = 0, 

also. 

Uq = &Q, ~ ^1? * • * “ ^^,4- 
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Zivei nacli x geardnefe Polynome sind cdso mir dann identisd 
gleich, icenn sie in den zu gleicJien Potenzen gehorigen Koeffizientei 
libereinstmm en, 

Auf diesen Satz stiitzt sich ein vielfach angewendetes Verfahrei 
der Algebra, das von Descartes nnter dem Isamen „M®thode de 
nnbestimmten KoefBzienten" eingefiibrt worden ist. 

127. Mehrfaclie Wiirzelu. Die Ableitung der Gleichung (9 
scblieBt nicht aus, daB sich unter den Werten ^ 2 ? * * * 

Nullstellen der Funktionen /(x),/^{x), • • • auftreten, gleich< 

befinden. Sind beispielsweise ajj = = •••=« alle folgenden abe 

hiervon verschieden, so tritt der Faktor x — nicht mzma], sonden 
ft-mal anf, nnd heiBt dann eine h-fache Wtirzd] die Gleichung (9 
aber nimmt die Gestalt an: 


/(x) = a^^x - x^fix - iCi+i) • • ■ (a; - x„) . (10 


Um die Bedingungen zu finden, welche /(x) erfiillen muB, um x^ zu 
/c-fachen Wurzel zu haben, entwickeln wir /(x) == /(x^ + a? — nac! 
Potenzen von x — x^ (124:): 


Ax) =A^,) + ^ (a: - a?,) {x - a:,)= + • • • + (x-x,} 


soil Xi ifc-fache Wurzel sein, so muB sich von der rechten Seite de 
Faktor {cc — x^y, und kein hoherer, abspalten lassen; dies tritt abe 
nur dann ein, wenn 

/w = 0, /'(a;0 = 0, ... /(*-i)(a-,) = 0, /®(a;,) + 0 


ist. In Worten heiBt dies: Eine Ti-faclie KuUstelle ton J(x) trim 
nicht nur diese FunMion, sond&tm auch ihre AUeitungen his zur k-l-te 
Ordnung einschliefilich auf Null 

Ist x^ eine £-fache Nullstelle, so lautet also die Entwicklun 
von /(x): 


A^) 


■J^Ux- 








und es ergibt sich daraus: 






1.2... (i — l) 




ifc-1 




Atx,) 


folglich hat /'(A dieselbe Nullstelle mirmehr h— 1-fach, /"(a:) nu 
mehr h — 2-fach, • • . schliefilich /(*~^>(a:) nurmehr einfach. 

Bestimmt man demnach den gemeinsamen Teller Ton / (a) nr 
/'(x), so enthalt er aUe Wurzelfaktoren von /(x), die zn mehrfacht 
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W^utzbIii goboron^ in Gin6r iiiil 1 nisdrigGrcii Multiplizitat 5 spaltst man 
also diesen Teller g{x), der durcb das Verfahren der Kettendivision 
zn gewinnen ist, von /{x) ab, so hat die verbleibende Fnnktion 
/{x^>g{p^ nurmebr einfacbe Nullstellen. 

128. Komplexe Wurzeln. Substituiert man in einer ganzen 
Funktion f{x) (mit reellen Koeffizienten, wie bier ausdriicklich her- 
vorgehoben werden soli) fur x die komplexe Zahl a + jSi, vollfuhrt 
die angezeigten Operationen und fafit schlieBlich die reellen und die 
imaginaren Bestandteile zusammen, so ergibt sich eine Zahl A. + Si- 
Wiederholt man den Vorgang mit der Substitution a~ so ent- 
steht das Resultat A — Bi, 

1 st nun « + eine Wurzel, also A + Bi^ 0, so ist notwendig 
-4 = 0, jB = 0 (18); dann aber ist auch = 0, also auch 

a — eine Wurzel. 

In einer Oleichung mit reellen Koeffi^ienien zielit also eine hotn- 
jplexe Wnr^el die ImijtigieH Icomplexe notwendig nacli sich. 

Da hiemach komplexe Wurzeln stets paarweise vorkommen, so 
hat eine Gleichung mit der ^'-facben Wurzel a + pi auch a — pi zur 
Jfc-fachen Wurzel. Weiter folgt daraus, daB eine Gleichung ungeraden 
Grades notwendig mindestens eine reelle Wurzel besitzt. 

Die Yon einem einfachen konjugiert komplexen Wurzelpaar her- 
ruhrenden Wuraelfaktoren x — a -- pi, x — a pi geben zum Produkt 
(x-— ay+ p'^=^ — 2 ax + + p% also ein im reellen Gebiete nicht 

zerlegbares quadratisches Trinom x^'i- px + 2; zwei X;-facbe konjugiert 
komplexe Wurzeln fiihren demnach zur Jc~ien Potenz eines solcben 
Trinoms. 

AUe Falle zusammengefaBt, kann man somit sagen, daB eine 
ganze Funktion mit reellen Koeffizienten sich darstellen laBt als Pro- 
dukt YOU Faktoren, die Yier Typen aufweisen konnen: x x^, (x — x^Y, 
x^ + px + q, {p(Y + px -h 2)^*5 abgesehen ist dabei you dem immer auf- 
tretenden konstanten Faktor a^. Die Herstellung dieser Produktform 
und die Auflosung der Gleichung sind aquiYalente Probleme. 

129. Zusammenhaug zwischeu den Wurzeln und den 
Koeffizienten. Wenn man die beiden Darstellungen einer und der- 
selben ganzen Funktion f{x), das Polynom und das Produkt, einander 
gleich setzt, so entsteht die identische, d. h. fur alle Werte you x 
giltige Gleichung 

a^x^ + ~ ^i)(^ — a^s) • - (a; — x^. 

Entwickelt man das Produkt rechter Hand und ordnet es nach 
Potenzen von x, so ergibt sich auf Grund des letzten Satzes in 126 
die tJbereinstimmung der beiderseitigen Koeffizienten, derzufolge also 



Komplexe Wurzeln. — Symmetrische Grundfunktionen der Wurzelii. 203 


2 — 


«! 

^0 

«0 

«0 


( 11 ) 


^1^2 1 )"“; 

«o 

die Summenzeiclieii beziehen sicb der Reihe nach auf alle Kombi- 

nationen obne Wiedjerbolung der 1,, 2., • • • n — i-ten Klasse aus dea 
Zeigern Ij 2, ••• n. 

Diese Belationen mvisclien dm Wurzeln imd den Koeffizienten ge- 
statten die Losung der Aufgabe: Eine Gleichmg aufzustelUn^ die ^ge- 
gelene Wurzeln lesitzt, Es sind dazu nur die yier Spezies ini Gebiete 
der komplexen Zablen erforderlich. 

Die auf den linken Seiten von (11) stehenden Wurzelfunktionen 
baben die Eigenschaft, sicb nicbt zu andern, wenn man die Wurzeln 
irgendwie untereinander vertauscbt; Funktionen dieses Verbaltens be- 
zeicbnet man als symmetriscb in Bezug auf ibre Argumente und 
nennt die in (11) auffcretenden die symmefriscJim Grnndfimliionen dei 
Wurzeln der Gleicbung. Jede andere symmetriscbe Funktion dei 
Wurzeln laBt sicb durcb sie, also aucb durcb die Gleicbungskoeffi- 
zienten rational darstellen. So kann man beispielsweise die Quadrat- 
summe der Wurzeln einer beliebigen Gleicbung berecbneU; obne diese 
aufzulosen, aus den Koeffizienten allein. Denn 

und mit Zuziebung der ersten zwei Relationen aus (11) ergibt sicb 
daraus: 

2 


-2 


- 2 


130. Transformation der ITnbekannten. Ein wicbtiges Hilfs- 
inittel der TJmformung von Gleicbungen zum Zwecke ibrer leicbteren 
Losung bildet der Ubergang zu einer neuen Unbekannten, oder, wie 
man dies ausdruckt^ die Transformation der ITnbekannten. Die neue 
Unbekannte stebt dabei mit der urspriinglicben in einer bekannten 
Beziebung. Drei wicbtige F'alle seien bier angefiibrt. 

I, Setzt man x =* hz, so gebt die Gleicbung f{x) «= 0 iiber in 
die neue ^ _ 0 (121 

und in der Produktform: 

= a^Qis — x^){ks Q^e — ar„) = 0; 
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aus der letzteren erkennt man^ da6 die Wurzeln der neuen Gleichung: 



durch Division der Wnrzeln der urspriingliclieii Gleichung mit Ic entstehen. 

Man maclit von dieser Transformation Gebranch, um die Koeffi- 
zienten der Gleicbung anf groBere oder kleinere Zablen znriickzufuhren. 

Von der speziellen Transformation, die sicb fiir Z; = — 1 ergibt, 
wird baufig Gebraucb gemacht; man kann sie knrz als Zeicben- 
andemng der Unbekannten oder als den Ubergang von /(x) = 0 zu 
xj = 0 bezeicbnen, wobei das Vorzeicben links so gewablt wird, 
daB das erste Glied positiv ausfallt. 

n. Die Substitution x = ^ + 'h verwandelt die Gleicbung /(x) *=» 0 in 


/(^+/o=/w+-^ 




eine Gleicbung, die bereits geordnet ist nacb den Potenzen der neuen 
Unbekannten. 

Die Berecbnung der Eoeffizienten kann in folgender Weise ge- 
scbeben: 

/(Ji) ist der Rest, der bei der Division von /(x) durcb x --h 
verbleibt ( 125 ); der Quotient dieser Division ist 


m .LM . -L . . . 4. ^-1 

1 ^ 1.2 ^ 1 . 2 ...^^ * 

ist der Rest, der bei der neuerlicben Division dieses Quo- 

tienten durcb x — Ii verbleibt; der Quotient dieser Division ist 


1-2 ^ 1 . 2 . 3 ^^ 


ist der Rest, der bei der Division dieses Quotienten durcb 
X — h verbleibt usw. 

Man erbpt also die Eoeffizienten von (13) als Reste bei der 
wiederbolten Division durcb x — hj und zwar in der Reibenfolge von 
der niedrigsten Potenz zur bocbsten; die Divisionen werden am be- 
quemsten nacb dem Hornerscben Schema ausgeftibrt. 

Um z. B. die Gleicbung x!^—2x^—Sx^+ 1 = 0 durcb die Sub- 
stitution X — ^ i zu transformieren, bat man folgende Recbnung: 

1 ~2 ^3 Q 1 

1 1 0 0 (1) ' 

1 4 12 (36) 

1 7 (33) 

1 ( 10 ) 

( 1 ) 


3 
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und die transformierte Gleichung lautet: 

1 « 0 . 

III. Durch die Substitution geiit /M = 0 iiber in 


und nach Beseitigung der Nenner weiter in 

^"/ ( 7 ) = H 1 - + «!■$' + Cfo = 0 - (14 

Die Wurzeln dieser Grleicliung sind die Reziproken von den Wurzeli 
der urspriinglichen Gleichung. 

1st insbesondere 

= ± a,- O' = 0, 1, 2, • • • m ), (15 

wobei durcbwegs das eine oder das andere Zeichen gilt, so stimm 
die transformierte Gleicbung mit der ursprunglichen — bis auf da 
Zeicben der Unbekannten — iiberein, hat also auch deren Vv'urzelr 
In einer Gleichung mit der Koeffizientenrelation (15) gehort also z: 

jeder Wurzel auch deren Reziproke ist der Grad der Gleichuni 

ein gerader, so teilen sich die Wurzeln in zwei gleich starke Gruppei 
deren eine die reziproken Werte der andern umfaBt; ist der Grad ei 
ungerader, so yerbleibt noch eine vereinzelte Wurzel, die notwendi; 
1 ist. Gleichungen dieser Art bezeichnet man als reziproke Glekliungei 


§ 3. Resultante und Diskriminante. 

131. Besultante zweier algebraischer Gleichnngeu. 1. W en 

zwei Gleichungen 

/^) = * -I + a™ = 0 (1 

90i) = + \y"~^ + • • • + = 0 (2 

mit unbestimmten Koeffizienten yorliegen, so kann die Frage aufg< 
worfen werden, unter welcher Bedingung sie mindestens eine gemei}\ 
same Wurzel besitzen. Da die Wurzeln yon den Koeffizienten al 
hangen, so wird es dabei auf einen aus den Koeffizienten beidc 
Gleichungen zusammengesetzten Ausdruck, also auf eine Funktio 
dieser Koeffizienten ankommen, der yon yomherein der Name JResu 
tante beider Gleichungen gegeben werden soil. 

Urn dies zunachst an einem speziellen Fall zu erklaren, seien di 
Gleichungen quadratisch: 

\y^ + \y + = 0 ; 
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multipliziert man unter der Vorstellung, y konne in beiden diesell 
Zahl bedeuten, die erste mit die zweite mit und addiert, s 
entsteht: 

2 /[(^ o ^2 — “b % ^2 ^ 2 ^ l ] “ 

der Fall, daB = 0 eine gemeinsame Wurzel sei, ist ausgeschlosse] 
wenn man nicbt die einscbrankende Voraussetzung &2 = 

machen will; darum muB 

(aoftg — ^2 &o)2/ + — 0 

sein. Multipliziert man hierauf die erste der Gleichungen (a) m 
— &Q, die zweite mit und bildet ibre Summe, so ergibt sicb 

(ao6i - aj)^)y + 0. 

Ans den beiden linearen Grleicbungen folgt aber ( 121 , III) 

^ 0^2 ^ ^0 ^2 % 

^ 1^0 ^ 0^2 ^ 2^0 

und in ausgefubrter Form: 

(aA - (x^A){(^A — = 0 . (J: 

Dies ist also die Bedingung fur das Vorbandensein einer gemen 
samen Wurzel, die linke Seite mitbin die Resultante der beide 
quadratiscben Gleicbungen (a); der ausgefiibrte ProzeB ist aber di 
Elimination yon y zwiscben diesen Gleicbungen, (j3) die daraus beryo] 
gebende Endgleichung, 

IL Urn nun die Aufgabe der Resultantenbildung oder der El 
mination allgemein an den Gleicbungen (1) und (2) zu losen, mult 
pliziere man die erste der Reibe nacb mit V ‘ ‘ 1? zweit 

mit y^'“\ das so entstandene System: 

-I + = 0 

0 


+ • • • • = 0 

+ • • • + « 0 
+ =0 

%”+ + — +K-0 

kann als ein System yon m -j- n nicbtbomogenenen linearen Gleicl 
ungen mit den m + n — 1 Unbekannten * • * 2/ ange 

seben werden, und die Bedingung fur seinen Bestand lautet (121, IIi; 




ResTiltante zweier algebraischer Gleicbungen. 


207 


I ^0 

% * * • % 




a. 


0 


\ K 

h \ ---K 


= 0 . 


h h---K 


( 3 ) 


Hiermit ist die Aufgabe fonnell gelost; die Resultante, durcK 
line Determinante m + w-ten Grades dargestellt, in der alle nicht- 
besetzten Stellen dnrch NuUen auszufuUen sind, umfaBt die Koeffi- 
zienten beider Gleicbungen in einer leicbt zu iiberblickenden gesetz> 
maBigen Form. 

Das bier befolgte Verfabren ist von J. Sylvester (1840) an- 
gegeben worden und wird als die dialytiscbe Metbode bezeichnet. 

Fiir die zwei quadratisclien Gleicbungen (a) ergibt sicb nach 
diesem Verfabren die Resultante zunacbst in der Form: 

Ug 0 I 

7 ? ssa ^ ^0 ^2 

h h h 0 

0 \ \ \ I 


multipliziert man die dritte Zeile mit und subtrabiert von ibr die 
mit 6 q multiplizierte ‘erste, so wird 

% «2 0 

aB^ ^ (^0 % «2 

® 0 «2^o 0 

0 bo h 

woraus weiter, wenn man die dritte Zeile mit multipliziert und die 
mit bg multiplizierte erste von ibr subtrabiert^ bervorgebt: 

! % <^2 ! 



«0 

% 

<^2 

= «o: 

®0^1 ®1^0 


0 


&0 

\ 

52 


a^B = 


— 0 I, 

^2 ^0 ^0 ^2 ^2 ^2 ^ ^ 


SO daB scblieBlicb 


^0 ^2 ^2 ^0 ^2 ^2 
^0^1 ^0^2 ^^0 


folgt in Ubereinstimmung mit (j3). 
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132. Der Satz von Bezout. Wir kehren zu den Grleichungen (1), 
(2) zuriick, als deren Resultante das in (3) angeschriebene R erkannt 
worden ist, und nehraen an, jedes a. und \ sei eine gauze Funktion 
von X vom Grade i: dann sind / und ^ gauze Funktionen von Xj y 
vom Grade m, bzw. n, geordnet nach Potenzen von y; R aber ist 
jetzt eine ganze Funktion von x, defien Grad nun bestimmt werden 
soli. Bezeichnet man das Elementen system von R sjmbolisch durcb 


Cll 

^12 ‘ * 

• * 

j J7l + W 

^21 

^22 * * ‘ 


^2,m+n 


* • * 

JtZ 


• G 

^n^m + n 

^n+1,1 

^n + 1,2 * 


* ^« + l,Wl + 7l 

+ w, 1 

^m + n,2 * 


• ^ 

^m + n,m + n 


"und vergleicbt dies mit dem faktiscben Elementensystem, so bemerkt 
man, daB in der ersten Zeilenserie 

== wenn A* — 2 < 0 und Jc — m, sonst aber 
in der zweiten Zeilenserie 

wenn Jc — 2<0 und Jc — i^n^ sonst aber 

Nun lautet das allgemeine Glied von R in der Scbreibung (4), 
vom Vorzeieben abgeseben, 


^2 Of, * * ‘ ^n<x„ ' + ^w + 2,/?, * * ' + 

und enthalt es keines der Elemente von den leeren Platzen, in welcbem 
Falle es ja Null ist, so ist sein Grad 


== «! + «2 H b H + — 


m{m + 1) + n{n + 1) 
2 


also, da die Summe der a und j3 gleichbedeutend ist mit der Summe 
der Kolonnenzeiger 1, 2, • • • m + ^ in irgend einer Anordnung, 

(m 7i){rn + ^ 4~ ^ ~b ^ 


Soinit sind alle Glieder von JR, daber aucb R selbst, ganze Funk* 
tionen vom Grade 7nn und die Gleicbung 

JS = 0, 

die die Bedingung gemeinsamer Wurzeln y ausdriickt, mn-ten Grades 
es gibt also mn Werte von x, fur welcbe die Gleicbungen 
^ — 0 eine gemeinsame Losung nacb y baben. Dies gibt den Sats 
von Bezout: 
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Zi{:ei cdgebraisclie Gleicliungm mit den Unbelcannten t/i? 
Grade m und n, besiUen yn n Lbsimgen. 

Hierbei sind wiederholte Losungen entsprechend ibrer Multiplizit*at 
und komplexe Losungen ebenso zu zablen wie reelle. 

Es ergeben also beispielsweise zwei quadraiische Gleicbungen 
yier gemeinsame Wertepaare, eine quadratische mit einer kubiscben 
deren seeks usw. 

133. Biskrimiuaute einer algebraischen Oleichung. Untex 
den Wurzeln einer Gleichung mit unbestimmton Koeffizienten werden 
sick mekrfacke nur dann befinden, wenn die Koeffizienten in einei 
gewissen Beziekung zueinander steken. Einen Ausdruck aus den 
Koeffizienten, welcker geeignet ist, dariiber zu entsekeiden, wollen wii 
als die Dislcriminante der Gleickung bezeiebnen. Ein solcher Aus 
druck leistet nock mekr; da namlick der Ubergang yon reellen zi 
komplexen Wurzeln durck wiederkolte Wurzeln erfolgt, so dient di( 
Diskriminante auck dazu, solcke Wertyerbindungen der Koeffizienten 
die zu reeUen Wurzeln in bestimmter Anzakl fiikren, zu sondern vox 
andem Wertyerbindungen, die zu einer groBeren oder geringeren An 
zakl reeller Wurzeln ^laB geben. 

Die quadratiseke Gleickung bietet das einfachste Beispiel de 
Diskriminantenbildung. Man erkalt als Auflosung yon 

+ 2a^x + == 0 

die beiden Wurzeln 

— ± — aoa^ ^ 

^ _ 

ikre Besekaffenkeit kangt yon dem Ausdruck 

D = af — 

ab, der unter dem Wurzelzeicken stekt; ist er positiy, so sind di 
Wurzeln reell und yersekieden; ist er negativ, so sind sie imagina 
und auck yersekieden, weil konjugiert komplex; nur wenn D =* ( 
werden die Wurzeln einander gleick. Der Ausdruck D ist also g( 
eignet, als Diskriminante der obigen quadratischen Gleickung ang( 
seken zu werden, und X) = 0 ist die Bedingung einer zweifache 
W^urzel. 

Nun ist in 127 die notwendige und kinreickende Bedingung di 
fur erkannt worden, daB eine Gleickung /{x) = 0 beliebigen Grade 
mindestens eine mekrfacke Wurzel besitze; sie besteht darin, daB ft 
eine solcke Wurzel auck /'(x) = 0 sein muB. Daraus ergibt sic 
der Satz: 

Soil die Gleiclmng /{x) = 0 eine mehrfache Wurzel Jiaben , so i 
mUvendig und aiisreichend, daji das Gleichungspaar /(x) = 0, /'(x) ^ 
eine gemeinsame W^trzel hesitzt; mithin kayin die Besidfante der leidi 
letzten Gleichungen als Diskriminante der ersien genonimen tverden. 

C 2 ut)er, Hohere Mathematik. 14 
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Das allgemeine Verfahren znr Bildurg der Resultante zweier 
Gleichungen ist aber bereits in 131, 11 angegeben worden. 

Auf den Fall der quadratischen Gleichung 

-j- 2a^x + ag = 0 

angewendet filhrt dies zu folgender Reclmung: Dnrcli Differentiation 
und nachherige Kurznng mit 2 erhalt man 

aQX + = 0; 

die Eesultante beider Gleicbungen ist 

JB = % 0 j = a^ial — 

0 , 

und daraus ergibt sieh, nach Weglassung des Faktors — der not- 
wendig von Null verscliieden ist, die vorhin gefundene Diskriminante 
D ^ al — tatsacblicb ist aber mit J? = 0 aucb D = 0. 

Fur die Gleicbnng dritten Grades 

x^ + px 

deren Ableitung lautet: 

=?= 0, 

laBt sick die Aufsucliung def Bedingung fdr gleicbe Wurzeln dadurch 
vereinfachen, daB man erst aus der ersten Gleicbnng x^ [mit Hilfe 
der zweiten eliminiert; 

3^®+ Bpx + == 0 

Sx^+ px =0 
geben namlicb durcb Subtraktion 

2px^ Sq — 0 | 


der hieraus fur x gezogene Ausdruck in die quadratiscbe Gleichung 


eingesetzt fiihrt zu 


Oder zu 


+ i? = 0 


21q^+4p^ 


das* Vorhandensein gleicber Wurzeln ist also durcb das Verscbwinden 
des Ausdrucks 27 q^ + ^P^ bedingt, der biernacb in der Diskriminante 
als Faktor entbalten sein muB. 

Man kann der Diskriminantenbildung aucb den folgenden Ge- 
danken zugrunde legen. Das Quadrat des Produkts aus aUen Wurzel- 
diflferenzen einer Gleichung ist eine symmetriscbe Funktion der Wurzeln, 
weil es bei irgendwelcber gegenseitiger Vertauscbung derselben un- 
verandert bleibt — vom Produkt selbst wurde dies nicht gelten. Nach 
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eiuer am Schlusse von 129 gemachten Bemerkimg ist aber jede sym- 
metrisclie Funktion der Wurzeln durch die Gleichungskoeffizienten 
rational darstellbar; die so erhaltene Funktion der Koeffizienten hat 
aber vermoge ihres Ursprungs die Eigenschaft, dann^ aber auch nur 
dann Null zu sein, wenn sich unter den Wurzeln gleiche befinden; 
sie kann sich somit von der Diskriminante nur durch einen konstanten 
Faktor unterscheiden ^). 

Bei der quadratischen Gleichung ist beispielsweise die einzige 
W urzeldifferenz 


ft 


je nachdem man die eine oder die 


andere Wurzel als die erste annimmt; ihr Quadrat enthalt 

ii^ 

tatsachlich B a\ — als Faktor. 


§ 4. Nnmerisclie Oleichungen. 

134. Allgemeiue G-renzen der Wurzeln. I. Unter einer 
numerischen Gleichung versteht man eine Gleiehung, deren Koeffizienten 
besondere Zahlen sind. Die Wurzeln einer solchen sind somit be- 
stimmt. Zu ihrer Auffindung sind Methoden ausgebildet worden^ die 
unabhangig von dem Grade der Gleichung Geltung haben. In der 
Regel haben nur die reellen Wurzeln ein Interesse; wir beschranken 
uns daher auf die Aufsuchung dieser. 

Als ein wichtiger Umstand erweist sich die StetigJceit der ganzen 
Funktion, die wieder eine Folge ihrer EndlicMeit isfc. Eine ganze 
Funktion 

/{x) *= 

ist fur jeden endlichen Wert von x endlich, weil sie das Ergebnis 
einer endlichen Anzahl von Multiplikationen und Additionen bildet. 
Das gleiche gilt von ihrer Ableitung 

f{x) == (n — l)aj^x^-^-j h 

die ja wieder eine ganze Funktion ist. Die Endlichkeit der Ableitung 
hat aber die Stetigkeit der urspriinglichen Funktion zur Folge (57). 

Von den Eigenschaften einer stetigen Funktion kommt hier ins- 
besondere die in Betracht, dafi sie jeden zwischen zweien ihrer Wei-te 
liegenden Wert annimmt (61, 3.). Hat also jf(x) fiir a und 6 ent- 
gegengesetzte Werte, so mu6 es zwischen a und h mindestens eine 
Stelle geben, an der /{x) Null wird. Dies fiihrt zu dem fur die vor- 
liegende Aufgabe wichtigen Satze: 

* 7t(n--l) 

1) Man definiert die Diskriminante als das mit ( — 1) ^ a|«-2 multipli- 

zierte Quadrat des Wurzeldifferenzenprodukts, wobei n den Grad der Gleichung 
bedeutet. 


14 
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Sind /{a) imd /(h) ungJeich hezeiclmet, so Uegt in dem Infervall 
(a, h) mindestens eine Wurgel der Gleichimg f(x) = 0^ nnd wenn mehr, 
so d&rm eine nngerade Zalil. 

Dieser Sadiverhalt gestattet schon maiiclierlei Schlilsse. Man 
kann immer bewirken, dalJ in der Gleichung 

f(x) = 0 

der erste Koeffizient positiv sei; ist n ungerad, so ist /(— cx)) = — oo, 
/(oo) = oo; da /(0) = a^, so findet bei dem Ubergange von a; = — oo 
zu iT = 0 eine Zeicbenanderung bei /(x) statt, wenn a„>0; ist hin- 
gegen 0, so erfolgt die Zeicbenanderung bei dem Ubergange von 
X zu 5 ? = oo. Demnacb: 

Eine Gleichung von ungeradem Grade hat mindestens eine reelle 
Wursel, deren Zelchen das entgegengesetde des ahsohiten Gliedes ist 

So besitzt 4:X^—bx^+Qx + d^0 sicber eine negative, 2x^— 3x^—4: 
= 0 eine positive Wurzel. 

Ist n gerad, so ist /(+ ex) == oo und da /(O) == so erfolgt 
eine Zeicbenanderung nur dann, wenn a^<i0 ist, dann aber sowobl 
von a? — — * oo zu x^ 0 als aucb von x ^ 0 zu x ^ oo, Hiemacb 
gilt die Regel: 

Eine Gleichung vm geradem Grade, deren absolutes Glied negativ 
ist, hat sicher sowohl eine 'positive als auch eine negative Wurzel, 

Von einer Grleicbung dieser Art, aber mit positivem absoluten 
Glied laBt sicb nur aussagen, daB sie entweder keine oder eine gerade 
Anzabl reeller Wurzeln bat. 

Das erstausgesagte gilt beispielsweise von der Gleichung — 2x^ 
+ Sa? — 4 = 0, das letztere von x^— 2x^ + 3a: + 4 *= 0. 

IL Eine Vorfrage, durcb deren Erledigung mitunter umstandlicbe 
Reebnungen veimieden werden konnen, ist die nach den Sebranken 
der Wurzeln. Ein zweekmaBiges Mittel, solcbe zu finden, bietet die 
Newtonsebe Regel, welcbe besagt: 

We^tn /(}), f'Q), /"(J), • • • sdmtlich positiv sind, so hann 

Iceine Wurzel der Gleichung /(x) = 0 iiher I liegen; folglich ist I eine 
ohere Schranke der Wurzeln. 

Denn, 

fix) =/Q + ^-TT) =/(Z) + _ Z) +-^ (^ _ + . . . 


f 1 . 2 ... (w — 1) 




1 • 2 • • n 


(x — If 


ist imter den gemachten Voraussetzungen positiv fur jedes x1>l, da 
/(»)(0 = 1 . 2 - . • wflo immer positiv ist, wenn man fiir > 0 sorgt. 

Gebt man zu ±/(j-x) == 0 uber und bestimmt zu der so trans- 
formierten Gleicbung wieder die obere Sebranke V, so bat man in 
— V die untere Sebranke fiir die Wurzeln von /(x) — 0. 



Wurzelgienzen. — Satz von Descartes. 


213 


Bei der Ausfiihrung gelit man von aus, wahlt x (ganz- 

zahlig) so, dafi gerade noch wird, schreitet dann zu den 

niederen Ableitungen vor nnd erMlit dabei x nach Bedarf, um das 
positive Zeicben zu erbalten. Das folgende Beispiel die Gleicbung 
2u;^ — 5 a;- — + 3 = 0 betreffend, wird dies erklaren: 

/(^) 

2a;3- 2x^+ 5a;2-8a’-3 2 

Qx^ — lOo; — 8 3 6a;- + lOo; — 8 1 

12a; - 10 1 12a; + 10 0 

/'\x^ ist positiv von a; = 1 aufwarts; /' {}) ist aber negativ, auch 
/''(2) nnd erst /'(3) ist positiv; /(3) fallt negativ aus, aber schon 
/{^ ist positiv; also ist Z = 4. Ahnlich schlieBt man im andem 
Schema und kommt so zu V = — 2. 

135. Der Satz vou Descartes. Man spricbt in einer nacli 
den Potenzen von x geordneten Gleicbung von einem Zeidliemvechsd 
wenn zwei aufeinander folgende Glieder ungleicli bezeicbnet sind; im 
andem Falle von einer ZdcJienfolge. Zwisehen der Anzabl der Zeicben 
wecbsel und der Anzabl der positiven Wurzeln bestebt ein gewissei 
Zusammenbang, der sicb auf die folgende Tatsacbe stiitzt: Wmn mm 
ein geordnetes Polynom mit x — p multipliziert, worin p eine podtivi 
Zalil ledeidet, so ivdchst niindestens ein Zeichemvechsel zu oder derey^ 
eine ungerade Zalil. 

Fafit man namlicb die gleicbbezeicbneten Glieder, wie sie auf 
einander folgen, gruppenweise zusammen, so bat das Polynom 

[aQX^^+a^x^-^-\ — ) — (aQX^'+aiaf'-'^+ • •) + ) — 

+ (-l)’(a<’)a^'''^+-- •<*•>) 

V Zeicbenwecbsel; bei der Multiplikation mit x andert sicb an diesei 
Sacblage nicbts; bei der Bildung des zweiten Teilprodukts mit 
schieben sicb die GKeder um eine Stelle nach recbts vor, das Endglied einei 
Gruppe kommt unter das Anfangsglied der nacbsten mit dem Yor* 
zeicben, das dieses letztere scbon bat, so daB vom Anfangsglied dererster 
Gruppe zum Anfangsglied der zweiten, von da zum Anfangsglied dei 
dritten Gruppe usw. immer wieder ein Zeicbenwecbsel stattfinden 
die im Innern der Gruppen etwa zuwacbsenden Zeicbenwecbsel sine 
notwendig von gerader Anzabl; denn der Ubergang von + zu — ode] 
von — zu +, wenn er niebt durch eine}i Zeicbenwecbsel erfolgt, kani 
nur durcb eine ungerade Zahl von Zeicben wecbseln gesebeben; mitbii 
wachst bis zum letzten Glied der letzten Gruppe entweder kein Zeicben 
wecbsel zu oder deren eine gerade ZahL Nun aber riickt das Gliec 
— (— liber die letzte Gruppe hinaus und bewirkt immer einei 
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fiihren sie nur zu einer oberen Grrenze derselben. Eiuige Beispiel 
werden dies zeigen-, die Aufscbreibungen bediirfen keiner weitere 
Erklarung. 

a) -\-2x“ -\-bx — 6 = 0 1, :r = 1 : = 3^ 1 / = 1 oder 3 

b) x^ + 3^- —1=0 (?r = 1, :t = 1) 

— a;® + 'ix^ — 1 = 0 ( ir' — 2, v = 0 oder 2). 

c) x^ — 4a;" + Zx — 8 = 0 = 3, :;t = 1 oder 3} 

x"^ — 4a;" — 3a; — 8 = 0 (iv ^1, v—\). 

d) x^^ — l = 0 Or=l, :n:=l: w'^l, p=l). 

e) a;®” + 1 = 0 (««: = 0, :7r = 0; ?c' = 0, 2 / = 0). 

136. Aufsuckuugf ratioualer Wurzelu. 1. Einer Gleiebun; 
mit ganzzahligen Koeffizienten gegeaiiber wird man zuerst die Frag 
stellen, ob sie ganzzahlige Wurzebi besitze, also im Gebiete der ganze 
Zablen in Paktoren zerlegbar sei. 

Soli die Gleichung 

/{x) = a^x” + fliic"-' + . . . 4- = 0, 

in der die Koeffizienten ganze Zablen sind, dureh die ganze Zabl 
befriedigt -werden^ so muB diese ein Faktor von sein, weil nac 
der Substitution x ^ p alle vorangebenden Gbeder durcb p teilbar sin( 
Die gamzahligen 'Wiir 0 eln von /{x) = 0 sind also unter den FaTdore 
des absoluten Gliedes 0 u suchen. 

Die Anzabl der zu prufenden Faktoren vermindert sicb einmi 
dadurcb, daB nur die innerbalb der Wurzelscbranken gelegenen i 
Betracbt kommen konnen, kann aber oft nocb weiter reduziert werde 
auf Grund folgender Bemerkung. 1st 

/(x) = {x —p)q>ix\ 


SO bat cp{x) notwendig aucb ganzzablige Koeffizienten, und datum is 
sowobl 


wie aucb 


/(- 1 ) 

p + 1 


9(-l) 



eine ganze Zabl. Man berecbne also mittels des Homerscben Schema 
/{^ — 1) und fiX)) wodurcb zugleicb — 1, 1 eventuell als Wurzeln ei 
kannt und ausgescbieden werden; ein Faktor p von kann nur dan 
Wurzel sein, wenn p + 1 in /*(—!) und p — 1 in /(I) obne Res 
entbalten ist. 

Sind auf diese Weise die zu prufenden Paktoren auf ibre kleinsi 
Anzabl reduziert, so erfolgb ibre endgiltige Prfifung und eventuell 



216 


Orleicliungeii. § 4. Numeriscbe Gleichungen. 


Auscheidung einzeln mittels der Hornerschen Division^ zum Schlusse 
verbleibt eine Gleichung, die keine ganzzahligen Wurifelii mebr zulaBt. 
Beispiel. Die Gleichung 

f(x^ = o9x^— 61ir + 30 = 0 

kann nach ihrer Zeicheiistellung 0 oder 2 positive und ebensoviel 
negative Wurzeln haben; die Schranken der Wurzeln ergeben sich 
durcb die nachfolgenden Schemata: 

/(a?) /(-^) 

23 ^+ 4a:»- 59a:2-61a;+30 j 6 2a^— 4a;*— 59a:*+61a; + 30 I 7 


8a;*+12a;*-ll8a: -61 \4 8a:*- I2a:*-118a; +61 \o 

24a:* + 24a; -118 I 2 24a:*-24a: -118 :3 

48a: +24 | 0 48a: -24 j 1 

es sind dies — 7 und 6; infolgedessen sind nur die folgenden Faktoren 
von 30 zu priifen: 

±1, ± 2, ± 3, ± 6, —6. 

Von diesen scbeiden weiter aus ± 1, weil 1) = 30, /*(!) = — 84, 


dann 3 und — 5, weil 3 + 1 ^d —5+1 in /{— 1) nicbt enthalten 
sind: es bleiben also 

± 2, - 3, 5, - 6 

zur endgiltigen Priifang, fiir die das folgende Schema eintritt. 



2 

4 

-59 

-61 

30 

-1 1 

2 

2 

-61 

0 

(30) = 

1 

2 

6 

-53 

-114 

(-84)=, 

-2 

2 

0 

— 59 

57 

(-84) 

2| 

2 

8 

-43 

-147 

(-264) 

- 3 ' 

2 

-2 

-53 

98 

(-264) 

5 ! 

2 

14 

11 

-6 

(0) 

-6 

2 

2 

-1 

0-') 


+ 2, — 3 sind, wie das Schema zeigt, nicht Wurzeln; 5 ist eine solche, 
und nach ihrer Ausscheidung verbleibt eine kubische Gleichung mit 
den Koeffizienten 2, 14, 11, — 6, die — 6 zur Wurzel hat, nach deren 
Ausscheidung die quadratische Gleichung 

2x^+2x -1=^0 


verbleibt. Es hat also die vorgelegte Gleichung die Wurzeln 5, — 6, 
1 ]/3 

2 2 ^ 2 2 ’ 

n. Ifach Erledigting und Ausscheidung der eventuell vorhandenen 
ganzzahligen Wurzeln wird nach gehrocJi&>ten Wurzeln zu j&ragen sein. 
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Soli die Gleichung 

f {X\ == it •**"{*• li’ H" = 0 


mit ganzen Eoeffizienten durch den Brucli 


a; == - befriedifft seiii, so mufi 


~Y~ 


+ h + = 0 


sein; da nun, vom zweiten angefangen, alle Glieder ganze Zahlen sind, 
so erfordert der Bestaud dieser Gleichuug, dafi aueh das erste Glied 
eine ganze Zahl sei, was nur in der Weise moglich ist, daB 'p ein 
Teller von weil z und p als teilerfremd vorausgesetzt werden 
konnen. Die Nenner der gd^roehenen Wurzeln sind also unter den 
FaTitoren des Koeffizienfen der lidcJisfen Potenz zu suchen; die Zahlei 
ergeben sicb als die ganzzabUgen Wurzeln der Gleicbung 

OqZ^ + a^pz'^-^+ a^p^z'^"'^ H — • + = 0. 

Hieraus geht unmittelbar hervor, daB eine Gleicbung mit ganzen 
Eoeffizienten, deren erster 1 ist, gebrochene Wurzeln nicht baben kann, 

Bei Ausfuhrung des eben erorterten Verfahrens wahlt man p ent 
weder = Oq selbst oder einem passenden Faktor davon, befreit die 
Gleicbung von den Nennem und gebt flann wie in I. vor. 

Beispiel, Die Gleicbung 

24:0C^ — o0x^+ 26x^— 10 ^ + 1 = 0 

kann an ganzzabligen Wurzeln nur ± 1 baben. Da sie voUstandig 
ist und keine Zeicbenfolge aufweist, so bat sie keine negative Wurzel 
wodurcb schon 0 als untere Scbranke erkannt ist. Bei der Bestim- 
mung der oberen Scbranke: 

/(^) 

2ix^— 50rr®+ 35 lOo; + Ij 1 
96a;®— 150a;- + 70x — 10 i 1 

2<?8a;2-300a; +70 ' 1 

576a; — 300 ! 1 


zeigt sicb, daB 1 obere Scbranke und zugleicb Wurzel ist. Nacb ibr" 
Ausscbeidung, die durcb das Hornersche Schema bewerkstelligt vii 
verbleibt die kubiscbe Gleicbung 

24a;® — 26x^ + 9a; — 1 = 0, 

die sicb durcb die Substitution x = verwandelt in 

^®— lSz^+ o4:Z — 72 = 0; 

ibre obere Wurzelgrenze bestimmt sicb aus dem Schema 
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13^-+ 54^ — 72 I 6 
3.^- -26^ +54 I 6 
6^ — 26 I 5 

mit 6, das gleichzeitig als Wurzel erkaimt wird; es bleiben also iiur 
die Faktoren 1, 2, 3, 4 von 72 noch zu untersuchen: 

1 -13 54 -72 

1 1 -12 42 (-30) 

2 1 -11 32 (- 8) 

3 1 -10 24 (0) 

4 1 - 6 (0) 

und es erweisen sich 3 und 4 als Wurzeln; die letzte Zeile weist 
noclimals 6 als Wurzel aus. 

Mithin sind 1; ^ <^der 1; j; Y Wurzeln der 

vorgelegten Grleichung. 

137. Biflferenzenreihen. Bevor an die naherungsweise Be- 
stimmung irrationaler Wurzeln gesekritten- wird, mxiB einiges aus der 
Differenzenrecknung vorausgescliickt werden. 

1. Aus einer endlicken oder unbegrenzt fortsetzbaren Folge reeller 


Zahlen 


Uq , Wj , ^2 9 ' * * '^^'n 

(1) 

werde die neue Folge 


(2) 


naeh dem Prinzip gebiidet, daB jede Zahl in (1) von der ikr nact- 
folgenden subtrahiert wird, so daB also == 

• • • ist. Man nennt (2) die Differenzenreihe von (1). 

Wird auf sie dasselbe Prinzip angewendet, so entsteht die meite 
Differenzenreihe von (1): 

. , , (3) 

in der also 

ist. 

In dieser Weise kann man zu immer hoheren Differenzenreihen 
fortschreiten. 

Ist (1) endlich und aus ^. + 1 GHiedern bestehend, so ist der 
Bildu^ von Differenzenreihen dadurch ein Ziel gesetzt, daB scklieB- 
lick eine eingliedrige Differenzenreihe zustande kommt. Bei un- 
begrenzt fortsetzbarer (1) aber kann die Bildung von Differenzenreihen 
im allgemeinen unbegrenzt fortgesetzt werden. 
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Es gibt jedoch Eeiben, bei denen sie einen Abscblufi dadurcb 
findet, da6 man nacb. r-maligem DifferenzenprozeB zu einer Reihe 
von gleiclien Gliedem kommt; denn dann best^de die nacbste und 
jede weitere Differenzenreihe ans NuUen. Eine so geartete Reibe be- 
zeicbnet man als arithmetische Reihe r-ter Ordmmg, Die als arithme- 
ticbe Reibe schlecbtweg bezeicbnete Zablenfolge ist eine aritbmetiscbe 
Reibe erster Ordnung. 

II. Stellt man aus (1) die Reibe . 

atiQ, au^, a^^2, ♦ • • an^ (41 

ber und wendet auf sie Differenzbildung an, so wird 

== ; (5) 

dieses Yerbalten ubertragt sicb auf die boberen Dififerenzen, so dafi aucb 

( 6 ) 

war also (1) eine aritbmetiscbe Reibe r-ter Ordnung, so ist es (4) 
aucb. 

III. Sind ferner die Glieder von (1) Aggregate von der Form 

c^Ui+ 5 

so wird 

^{aUi+hVi+cti\ + --)^aUi^^ + l)Vi^^ + cWi^^-] {au^i-lv^+cw^+‘>‘) 

^a^Ui + b^v^ + c^tCi-\ ; ( 7 ) 

aucb dieses Gesetz iibertragt sicb auf die boberen Differenzen, indem 

+ hVi + CIV I d — •) == + 6 d (8) 

wird. Sind %v^j • • • (i — 0, 1, 2, • • •) aritbmetiscbe Reihen von 

der Ordnung r, r — 1, r — 2, • • • beziebungsweise, so ist die aus den 
Aggregaten au^ + bv^ + civ^'^ • • • gebildete Reibe ebenfalls eine aritb- 
metische, und zwar von der Ordnung r, 

IV. Die r-ten Potenzen der naturlichen Zdhlen bilden eine arifh- 
metische Reihe 7* -ter Ordnung, 

Die Ricbtigkeit des Satzes ergibt sicb durcb folgende Induktion. 
Es ist 

iy — n^^2n+ 1 

^V = 2(^^>l) + l-(25^ + l) = 1.2, (9) 

also konstant, daber V, 2®, 3", • • • eine aritbmetiscbe Reibe 2. Ord- 
nung; weiter 

Zn^ = (n-{- 1)® — -f 3^ d- 1 , 

folglicb unter Benutzung von (6), (8) und (9): 

= 3^^w2 + - 1 • 2 . 3 , (10^ 
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2^, 3 V * * somit eine aritlimetisclie Reihe 3. Ordnung; ferner 

== (n + ly — # =- 4n^ + + 1 

+ + + = 1 * 2.3*4, 

2^, 3^, * * • daher eine arithmetisclie Reihe 4. Ordnung usf.; all- 
gemein gilt also 

A*'aviif — 1 • 2 * • * ra. (12) 

138. Anwendung auf gauze Ptmktiouen. Die 0 ur ZaUen- 

folge^) 2,-‘l,0, 1,2, **• geJidrigen Werte einer gansen Funk- 

tion n-ien Grades bilden eine arithmeiisclie Beihe n-ter Ordnung. 

1st /(ic) = ao^”+ ^ Voraus- 

geschickten 

A^f{x) - a^A^x^ + + h = 1 • 2 - • • . (13) 

Die Berechnung der Werte • • • /(— 2), /(— 1),/(0), /(I), /'(2), • * - 
gestaltet sich auf dieser Grundlage sehr leicht, wenn man die Struktui 
des Tableaus einer Reihe mit ihren Differenzenreihen: 

Auq A^Uq A^Uq A^Uq 

u^ Au^ Aht^ A^u^ \ 
u^ Aii^ A^u^ \ 

Au^ I : 

u^ \ : 


naher betrachtet; es ist beispielsweise 
folglich 


A^ti^ = Au2 — A 


Au^^ Au^ + A^u^ 
AUi = Au^ — A^u^ , 


(«: 


und analoge Beziehungen bestehen zwischen jeden drei derart situierter 
Zahlen der Tabelle. In Worten: (a) Eine Zahl ist gleich der iibe] 
ihr stehenden plus der rechts neben der letzteren befindlichen, und 
(j3) Eine Zahl ist gleich der unter ihr stehenden minus der rechts nebei 
ihr befindlichen. Mittels der Regel (a) kann die Tabelle mechanise! 
nach abwarts, mittels der Regel (jS) nach aufiprarts fortgesetzt werden 
Als Grundlage sind n sukzessive Werte you /{x) notwendig, die mar 
am besten mittels des Hornerschen Schemas berechnen wird; deni 
dann kdnnen Differenzen bis zur n — 1-ten Ordnung gebildet werden 
imd die konstante w-te Differenz ist laut (13) von vornherein bekannt 


1) Statt dieser Folge kann anch eine ITolge Yon Bruchen mit diesen Zahlen 
und irgend welchen Nenners genommen werden. 
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139. Trennung der Wurzeln. Die Tabelle fiir /{x), die zu 
Zwecke der Wurzeltrenmmg^ d. h. zur Aufsucliung solcher Interval 
von X angelegt wird, innerhalb deren sicb je eine Wurzel befind^ 
(134, I.), braucht nnr innerhalb der Wurzelscbranken berecbnet 5 
werden. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

/(x) = ic® + Sx^ — 17 rr + 5 == 0 . 

Zuerst bat man znr Bestimmung der Scbranken: 

A^) -A-x) 

Srr' — ITir + 5 3 x^ — Sx^—llx — 5!6 

Bx^ + 6x--ri 2 dx^-6x-H i4 

+6 —1 — 6 I 1 ; 

sie ergeben sicb mit —6 und 3. 

Sodann berecbnet man drei sukzessive Werte von /(x)j bier m 
in der Regel am einfacbsten /(— 1) = 24, /(O) = 5, /(I) == — 8; a 
diesen und ^^/(x) = 1 . 2 • 3 = 6 entwickelt sicb die folgende Tabeb 


X 

/ 


z/y 

z/y 

-6 

- 1 

41 

-24 

6 

-5 

40 

17 

-18 

6 

-4 

57 

- 1 

-12 

6 

-3 

56 

-13 

- 6 

6 

-2 

43 

-19 

0 

6 

-1 

24 

-19 

6 

6 

0 

i 5 

-13 

12 

6 

1 

- 8 

- 1 

18 


2 

- 9 

17 



3 

8 





Aus ibr gebt bervor, daB die Gleicbnng drei reelle Wurzeln b 
die in den Intervallen (—6, —5), (0, 1), (2, 3) liegen; dies stim 
ancb zu den zwei Zeicbenwecbseln und der einen Zeicbenfolge. 

140. Naherungsverfahren. Hat man ein Intervall (a, V) | 
funden, das eine Wurzel x der Gleicbung enthalt, so bandelt es si 
darum, ibre Lage in demselben mit jenem Grade der Annaberung 
bestimmen, der jeweilen erforderlicb ist. Eine wesentlicbe Hi 
wird dabei das innerhalb der Wurzelscbranken gezeichnete Bild ( 
Punktion f{x) bieten, zu dessen Herstellung man zweckmaBig Mi 
meterpapier verwendet und die Funktionswerte aus der vorstebenc 
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Tabelle benutzt. Dort, wo die Bildkiirve die Abszissenaclise scbneidet^ 
befiLaden sich die Wui'zeln; man kann aus der Zeicbnung ibre Lage 
etwas naher abscbatzen als aus der Tabelle und so das Inteiwall (a, 6) 
von einer Einheit etwa auf ein Zebntel berabmindern. Dadurcb kiirzt 
sicb das recbneriscbe Naberungsverfabren ab. 

Von solcben Naberungsverfabren soUen bier zwei besprocben 
werden: die Begula falsi und das Newtonsche Verfalwen. 

1. Die Begula falsi, Setzt man 5 ; = a + 7^ = 6 — A, so ist 

/ip) = /(« - ^0 = /(^) -/ix)li + --- 

/(f>) = /(^ + ^) = /(®) +f'ioo)h-\ ; 

bescbrankt man sicb auf die Glieder mit der ersten Potenz der Korrek- 
tionen li, Jc und beacbtet, daB /(x) = 0 ist, so folgt aus den beiden 
Gleicbungen: 


und daraus mit Riicksicbt auf — a: 

^ _ /W 

und 

7 , (6 a) /{a) 

fW-f(p) * 

Der Naberungswert a + h teilt das Intervall in zwei Teile, und 
auf denjenigen dieser Teile, an dessen Enden /(x) entgegengesetzt 
bezeicbnete Werte zeigt, wendet man denselben Vorgang an wie friiber 
auf (a, i) usw., bis man die notige Zabl unveranderlicb bleibender 
Dezimalstellen erlangt bat. 

Dafi man es mit einem NaherungsYextshren zu tun bat, ist 

^ geometriscb so einzuseben. Im Sinne der 

Gleicbung (1) wird das Interval! (a, V), Fig. 42, 
\\ ^ Teile geteilt, die sicb so verbalten 

; \\\ wie die (absoluten) Funktionswerte an den 

} — a-xEnden-, diese Teilung besorgt die Sebne AB] 
ibrem Scbnittpunkt mit XX' entspricbt also 
der Wert a + Ji] die zweite Naberung wird 
Fig 42 ^ durcb die Sebne AG erreicbt und liegt naber 

an der Wurzel usf., vorausgesetzt, daB die 
Funktion zwiscben a und h einen abnlicb einfacben Verlauf bat, wie 
er in der Figur angenommen ist. 

n. Das Newtonsche Naherungsverfahren. Mit denselben Bezeicb- 
nungen wie vorbin ist 

0 =/(a + h) =/(a) +/'(a)h+^h^ + • . • 

0 =/(a;) =/(& - ]c) =/(6) -/'(6)Z: + ^ ft® + . . . ; 
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■briclit man, urn zu einer ersten Nahernng zn kommen, bei clen Glieder 
mit der ersten Potenz von h, h ab, so ergibt sich 


h = — 


m 

/'(.a) 


/t = 


/(&)■ 


(3 

(4 


Mit Riicksicht auf die geometrische Bedeutung von /'{a) steU 
h den Abschnitt aH, den die Tangente in Aj Fig. 43, anf dem Intel 
vail (a, h) bildet, imd ebenso Ic den Abscbnitt Kb^ den die Tangent 
in B bestimmt. Wenn /"(x) im ganzen Intervall {ctj b) dasselb 
Zeicben beibehalt, fallt einer der Scbnittpnnkte H, K sicher in da 
Interval!; ist z. B. /"{x) bestandig positiv, der Neigungswinkel de 
Tangente gegen die Abszissenaehse beim Dnrcblaufen des Bogens A] 




also wacbsend, wie in (cc)y so scbneidet die Tangente in B innerhall 
{a, b) einj wabrend die Tangente in A ganz wobl an (a, b) vorbei 
geben kann; und ist bestandig negativ, der Neigungswinke 

also abnebmend, wie in (|3), so fiibrt die Tangente in A sicber zi 
einem Innenpnnkt, wabrend die in B ancb aiiBerbalb (a, fe) einscbneidei 
kann. Durcb Yergleicbnng dieser Falle kommt man zu der Regel 
da^ von den beiden JEormeln (3) und (4) diejenige zu einer Anndherung m 
die Wurzel fuhrt, in welcher der Zdhler dasselbe Vorzeiclien besitzt wi 
/"{x) im ganzen Intervall, Die zweite Naberung ergibt sicb jedesmaJ 
wenn man von dem erlangten Naberungswert, b — 'kim ersten, a + } 
im zweiten Falle, ausgebt, wodiircb man zu K\ beziebungsweise JS 
kommt usw. 

141. Beispiele. 1. Am Scblusse von 139 ist fur die Gleicbunj 
” x^+3x^ — 175 ? + 5 = 0 


die Trennung der Wurzeln vollzogen worden; es soUen nun die n 
den Intervallen (—6, —5), (0, 1), (2, 3) liegenden Wurzeln x. 

approximiert werden. 

Wurzel x^. 
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NSilierungswert : 


^ = — 6 

/(«) = - 1 




o 

II 

-6 + 

^ = -5,98 

a 6 

/(«) = -! 

-6 + 

1 Min ~ 5.282 

5= — 5,98 

> 

T 

o 

o 

<*.o 

o 


1,0940 ^ 

o = — 5,98 

/(a)= 0,0940 

-5,98- 

0,002 • 0,094 ^ nQi n 

0,10883 ~ 0,yol< 

5 5,982 

/(&) = -0,01483 




a?i=— 

5,9817. 



1 3 

-17 

5 


-5,98 

-5,982 

-5,9817 


1 -2,98 0,8204 0,0940 

1 -2,982 0,83832 - 0,01483 

1 -2,9817 0,62044 0,00145 


Wurzd iCj. Hier ist durch Teilung in Zehntel zuerst das engere 
Intervall (0,3, 0,4) festgestellt. 

Kaherungswert : 

a = 0,3 /(«)= 0,197 0,1.0,197 „„ 

i_0,4 /(S) — 1,266 +TJSS-- 0.818 


a = 0,313 
J = 0,4 


/(«)= 0,00355 0,087.0,00356 

/(Z-)=- 1,256 ’ 1.25955 

af2= 0,3132. 


0,3132 


1 3 - 17 5 


0,3 

1 

3,3 

- 16,01 

0,197 

0,4 

1 

3,4 

- 15,64 

- 1,256 

0,313 

1 

3,313 

- 15,9631 

0,00355 

0,3132 

1 

3,3132 

- 15,96231 

0,00061 


WuTzel Tg. 
(2,6, 2,7) 

a = 2,6 

5 = 2,7 

a = 2,667 
. 5 = 2,7 


Teilung in Zehiitel fiihrt zu dem engeren Interval] 


/{a) 1,344 

/(5)= 0,653 

/(a) = -0,03026 
/(5) = 0,653 


Naherungswert : 

2,6 + ^4^- = 2,667 

o I * 0,03026 
+~“ 0 ; 68826 — 


= 2,6685 
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1 

Jf3== 

3 

2,6685. 

-17 

5 

2,6 

1 

5,6 

-2,44 

-1,344 

2,7 

1 

5,7 

- 1.61 

0,653 

2,667 

1 

5,667 

-1,88611 

-0.03026 

2,6685 

1 

5,6685 

- 1,87362 

0,00026 


Die Summe der drei Naherungswerte ist — B in voller Uber- 
einstimmung mit der Grleichung. 

2. Die Gleicliung 




hat nur eiiie positive und sonst keine reelle Wurzel^ weil 
keinen Zeichenwechsel aufweist; ferner ergibt sich aus 

2x^+ ix^ — 8 1 
10x*^+l2ic2 0 

+ 24:X 0 

120x- + 2i 0 

240 X 0 


1 als obere Wurzelschranke; folglicli (0, 1) als ein Wurzelintervallj 
durch dessen Zehnteilung das engere (0,8, 0,9) gefunden wird. Die 
Anwendung des Newton schen Verfabrens fiibrt zufolgender Recbnnng: 




6 : 

/(^) /'0>') 

/(&, 




0,9 

1,09698 16,281 ■ 

0,067 




0,833 

0,11419 13,1415 

0,0086 




0,8244 ' 

0,00274 12,77466 

0,00021 





iw = 0,824 19 




2 

0 

4 0 

0 

CO 

1 

0,8 , 

2 

1,6 

5,28 4,224 

3,3792 

- 0,29664 

0,9 

2 

1,8 

5,62 5,058 

4,4522 

1,09698 

0,833 

2 

1,666 

5,38778 4,48802 

3,73852 

0,11419 

0,8244 i 

/ 1 

2 

1,6488 

5,35927 4,41818 

3,64233 

0,00274 

0,82419 1 

2 

1,64838 5,35856 4,41647 

3,64001 

0.00005 


Ozuber, Huhere Matheraatik. 


15 
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§ 5. Algebraische AnflSsung der Gleichungen dritten 
und vierten trades. 

142. Die kubische Gleichnug. Man kann die allgemeiue 
kubische Grleichung 

a^x^ + a^x^ + a^x + a^ = 0 ( 1 ) 

zunachst dvirch Dinsion mit vereinfachen; bezeicbnet man die 
Quotienten ?» mit a, b, c, so lautet sie dann 

CIq CL^ O.Q 

/(x) = + ax^ + + c = 0. (2) 

Ftir die weitere Behandlung ist es yon Vorteil, sie derai’t zu 
transformieren, daB die zweite Potenz der UnbekaniiteB ausfallt; setzt 
man zu diesem Zwecke 

X = 0 + 

so wird 

/(5 + A ) =/(/0 0 ; 

das Ziel ist erreiclit, wenn man li so bestimmt, daB 

/"(7^) == 6A + 2a - 0 

wird; dies fiilirt zu also zu der Transformation 

x^z-~- (B) 

Die Koeffizienten der transformierten Gleicliung ergeben sicb aus 
dem folgenden Schema (130^ 2.): 


1 

a 

h 

c 

“ 1 1 

3 j 

2a 

2a^ , 1, 

/2a® ah . \ 

T 

-T + ‘ 

+ = 

1 1 

1 

(1) 

a 

i 

(0) 




die Gleichung selbst lautet also: 

0^ + ps + (4 ) 

und heiBt 'die redmierte kubische Gleichung. 

143, liostmg der reduzierteu kubischen Grleichung. ^). Zum 

Zwecke der Losung von (4) werde 

1) Der erste, der die Auflosung der (reduzierteu) kubischen Gleichung fand, 
war Scipioue del Ferro (zu Beginn des 16. Jhrh.); nach ihm, vielleicht nicht 
selbstandig, gelangte dazu Nicolo Tartaglia, der sie Hieronimo Cardano 
mitteilte, durch den die erste YerOffentlichung (1645) erfolgte. 
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^ ^ + 0 (5) 
gesetzt^); eine solclie Substitution bietet den Yorteil, daB man den 
neuen XJnbekannten n, v eine Bedingung aufeiiegen und diesen Um- 
stand zur Vereinfacbung der Gleichung benutzen kann. 

Die Substitution (5) fiihrt zunachst auf 

+ 3 uv^ + + p(ii 4- i;) + ^ = 0 

imd wegen Sii^v + = 3uv(ii + v) weiter auf 

+ (3liV + p){u + 2;) + ^ = 0. 


Diese Gleichung erfahrt eine erhebliche Vereinfachung, Trenn man 
liber w, v so verfligt, daB 

iiiv +i> = 0 

wird; denn sie reduziert sich dann auf 

u® + + 2 = 0. 

Bildet man auf Grund von (6) und (7) 

ii^ + t’® = — ^ 

„v =-(!)*, 

so ist zu beachten, daB die zweite dieser Gleichungen umfassender 
ist als die Gleichung (6)^ aus der sie hervorgegangen ist; denn sie 
bliebe dieselbe, auch wenn statt p genommen wiirde ptv oder 
wobei tv, XV- die komplexen dritten Wurzeln aus 1 bedeuten (22, 2.); 
es ist ja = 1, 

Wegen den Eigenschaften (8) sind aber 2 ^®, z?® die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung 

+ = (9) 


( 6 ) 

(7) 

(.8) 


die man als die quadratischen Resohente von (4) bezeichnet; man 
kann also 


»’ - - 1 + y (I) + (f )’ - 1 -y (1) + (f )“ 


setzen und erhalt im Sinne von (5) die Losung in der Gestalt 

‘-v-i +y (ir+ii?+ ^-1 -ysy-w 

Diese Formel, die CardaniscTie Formel genannt, liefert aber, da 
jede Kubikwurzel drei verschiedene Werte besitzt, neun verschiedene 


1) Dieser Vorgang wird mit dem Namen des Amsterdamer Burgermeisters 
J. Hudde in Verbindxing gebracbt, der ibnl657 publizierte; doch hatte Huygens 
schon 1656 die nicht wesentlicb verschiedene Substitution z = u — v zu dem 
gleichen Zwecke verwendet. 


15 
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Losungen: in der Tat^ sie lost nach einer oben gemachten Bemerkung 
nicht allein die Gleieliung (4): 

^ = 0, 

sondern aiich die beiden Gleicbuugen: 

3^ + + g = 0 

4* g = 0; 


es gilt also, die Wurzeln der ersten aufzusuchen. 
Dabei bat die Beziebnng (6), oder 

P 


als Ricbtscbnnr zu dienen; bat man Werte B der beiden Kubik- 
wurzeln in (10) bestimmt, die dieser Gleicbimg geniigen, so da6 


AB 


P 
3 ’ 


SO sind A'lVy Aiv^ die iibrigen Werte der ersten, Biv, Biv^ die ubrigen 
Werte der zweiten Kubikwurzel, und nur die Paare Aw, Bto^ und 
Aiv^, Btv geniigen nocb, indem 


A%v • Bw^ = Aw‘ • B'W = ABtv^ =*= AB = — 

3 


ist. Folgbcb bat man in 

3^^ A + jS 
^2 ~ Aw + Biv“ 

^ 3 = Atv^-j- Bw 

die Losung von (4).^) 

Setzt man far w und die Werte ein, so lauten die Ausdriicke 
fiir die Wurzeln; 

3^^A + B 


h 


A + B 
“1 1" 

A+B 

2 


A--B . 


iVS 




(11) 


Scbliefilicb ist mittels der Formel (3) der tJberffana* zu Xo 

T1»T ^ ^ oo 1* ^2? S 

zu voUzieiien. 

144. Diakussion der Cardanischen Pormel. Die Natur der 
Wurzelu ist bedingt durcL die Grofie 



^ 1) Dte Gleiohung z’^-\-pwz + g = 0 hat die Wurzeln Axo + B, A + Bio, 
Aw^-{-Bw^, die Gleichung + pjc-z + g = 0 die Wurzeln Av)^-\-B, A-Lbw- 
Aw + Bw. ^ 
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die in der Cardanisclien Formel unter der Qlladrat^vurzel steFt und 
nach den Ausfiihrnngen in 133 Yon iJish'mlnante der Gfleichung (4) 
sicb. nur durch einen konstanten Faktor unterscheidet. Es sind fol- 
gende Falle zu untersekeiden. 

L 1st Jt>Oj so steht unter jeder Kubikwurzel eine reelle Zalil; 
A, B bedeuten dann die reellen Werte der Kubikwarzeln. iind da sie 
Yoneinander Yerscbieden sind, so ist reell und ein Paar koii- 

jugiert komplexer Wurzeln; dasselbe gilt Yon x.. 

11. Bei jR == 0 andei*t sich die Sacblage nur insofern, als nun 

unter beiden Kubikwurzeln dieselbe reelle Zahl, namlicb — ^ steht; 
infolgedessen ist A^B, daher 



aucli die ursprtingliche Gleichnng hat jetzt drei reeUe Wurzeln und 
darunter zwei gleiche. 

III. Algebraiseh am interessantesten ist der Fall i? < 0, der nur 
bei negativem p auftreten kann; er gibt der Cardanischen Formel eine 
komplexe Gestalt und mufite daher vor der Einfiihrung des Rechnens 
mit komplexen Zahlen uniiberwindliche Schwierigkeiten bereiten; darum 
auch der Name casus irreducibilis, unter dem er in der Literatur seit 
jener Zeit erscheint. 

Bringt man den ersten Eadikanden in die trigonometrische FonU; 
indem man 

I + i]/— = ^(cos go + i sin g?) 

setzt, so folgt daraus: 

q 

r cos 9 ? = — -- 


r sin cp = 




— (f)*’ 


V-(if 


( 12 ) 


Durch die letzte dieser Formeln, in der die Wurzel absolut zu nehmen 
ist, ist ein Winkel aus dem IntervaH (o, jc) bestimmt, dieser soil fortab 
unter (p verstanden werden. Es ist dann ( 20 ): 

3 > 


folglich 


]/- Y + * J/ - =]/- f (' 

5 = 2 ]/. 


cos —---g - + ? sin ' g — 1 


-3 mn-T 


P ^ 

3 — 




(Ic = 0 , 1 , 2 ), 
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SO daB die Wurzeln einzeln lauten: 





3 

f~ 

~V 


3 


cos 


^, = 2]/-|cos(|- + 120o) 
cos(|- + 240«) 


(13) 


Sie sind also reell und nnteremander verschieden und lassen sich, 
nachdem man den BQlfswinkel cp ans (12) bestimmt hat, auf loga- 
rithmischem Wege rechnen. 

14B. Beispiele. 1. Urn die Gleichung 
— 4:X^ + — 3 = 0 

zu losen, hat man sie zuerst mittels der Substitution = ^ + Y 2 u 
reduzieren; hierzu dient das Schema: 

1 —4 4 __3 


t 

8 

4 1 

5i ' 

•1 

3 

4 

9 ^ 

i. 

3 

\ sj 

ans dem sich die reduzierte Gleichung 


4 

- 3 

65 _ 
" 27 ~ 

abliest. Bei dieser ist nun 



^-(sr-(i) 

3 65 

* — 256 


2*3® 


somit liegfc der Fall I, 14r4 vor; die reellen Werfce der Kubikwurzeln 
sind: 


■R _ 1 As 63 _ 1 
^ V oi 54 3 ^ 


und sie ergeben lant (11): 


6 

woraus schlieBlich 




^^2 — e + oys — fi-^ys, 


1 i 

^3 = V - o ys 


^>^2 = 2 + g-yi, 

erhalten wird. 

2. Die in 141, 1. nach den Methoden fur die Auflosung nume- 
rischer Gleichungen behandelte Gleichung 

iT® + - 17ic + 5 = 0 

soli nun nochmals nach der Anflosungsmethode fur kubische Gleichungen 
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eiiedigt werden. Zur Reduktion hat man = 5' — 1 zu setzen und 
findet aus dem Schema: 

1 3 —17 5 

— 1 ‘ 1 2 — 19 ( 24 ) 

1 1 (— 20 ) 

die reduzierte Grleichung 

— 20z + 24 0. 


Hier ist nun 


R = 12 -“ _ < 0 , 


es liegt also der casus irreducibilis Yor, fiir den die Pormeln (13) 
gelten. Man hat in siebenstelliger logaiithmischer Rechnung: 



1,079 1812 

log ]/-(!)* 

1,235 8631 

log cos (180“ — (p) 

1 9,843 3181 

180“ - (p 

45“ 48' 8" 

9 

1 134 11 52 


i 44 43 57 


l og 2 0,301 0300 
log ]/- 1 0,411 9544 

log2y_ I i 0,712 9844 


I + 120“ ' 164 43 57 

^ i 

1 + 240“ i 284 43 57 


0,712 9844 
log cos I : 9,851 5032 


log% 1 0,564 4876 
I 3,668 49 
j 2,668 49 


; 0,712 9844 

log cos (I + 120“) I 9,984 3954 («) 
log (— ^g) j 0,697 3798 
i - 4,98172 
iCg I - 5,98172 


0,712 9844 


log cos (1 + 240“) 

9,405 

3576 

logo's 

0,118 

3420 


1,313 

23 

*8 

0,313 

23 


Die Probe aSi + = — S gibt ein voUig zutrefiendes Re- 

sultat. 

3. Dreiteilung des Wmkels. Das Problem, einen Winkel durcb 
Eonstruktion in drei gleicbe Teile zu teilen, gebort zn den klassiscben 
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Aiifgaben der Mathematik. Der Nackweis der Unmoglickkeit seiner 
elementarm Losang im allgemeineH; d. k abgeseken yon besonderen 
Annaknien, gebort der neueren Zeit an. 

Man nennt die konstruktiye Losung einer Anfgabe elemental*, 
wean sie sick durck Anwendnng von Lineal und Zirkel streng ans- 
fuhren laBt. Elemental* darstellbar sind nur solcke Ausdrticke, die 
sick aiis den gegebenen GroBen — Strecken — durck rationale Ope- 
rationen und durck Qua drat wurzeln in einer endlicken Anzakl von 
Yerbindungen zusammensetzen. So konnen also beispielsweise Aus- 
driicke, die sick als Wurzeln von linearen und von quadratiscken 
Gleickungen ergeben, elementar konstruiert werden. 

1st eine Gleichung vom dritten Grade in bezug auf die zu be- 
stinimende GroBe, so ist eine elementare Konstruktion ikrer Wurzeln 
nur dami moglich, wenn sie sick zerlegen laBt in drei Gleickungen 
ersten Grades oder in eine Gleickung ersten und eine Gleickung zweiten 
Grades mit Koeffizienten, die sick aus jenen der urspriinglicken Gleickung 
rational zusammensetzen; man sagt in solckem Falle, die Gleickung 
sei redusihel. Im andern EaUe keiBt sie irreduzibel^ und da ihre 
Losung dann Kubikwurzeln entkalt, so ist die elementare Konstruktion 
der Wurzeln ausgescklossen. Die Betracktung kann auf Gleickungen 
kokerer Grade ausgedeknt werden. 

Die Anfgabe der Dreiteilung eines Winkels cp fiikrt auf eine 
kubische Gleickung. Ein Winkel kann linear bestimmt sein durck 
eine seiner trigonometriscken Funktionen in bezug auf eine gegebene 
Einheit; es sei z. B. cos gp = u; nun ist 

cos 9 = 4 cos^ 3 “ ^ 1 5 

setzt man also cos — x, so hat man zur Bestimmung dieser GroBe 
die Gleickung: 

4it;^ — 3a? — a = 0. (1) 

Diese Gleickung lost die Anfgabe der Dreiteilung fiir drei Winkel; 
a andert sick namlick nickt, wenn man 9 um ein Vielfackes von 

360® andert; es ergeben sick also auBer x. = cos nock die Wurzeln 

O 

X 2 = cos^-i-- = cos 120®^ und = cos — ^ == cos + 240®^; 

alle andern Vielfacken fiikren iiber die Figur^ die die Teilungsstraklen 
zu diesen drei Wurzeln entkalt, nickt hinaus. 

Keine der drei Wurzeln ist im allgemeinen aus der Strecke a 
und der Einheit elementar konstruierbar. 

Man kann die FragesteHung umkekren und nach solcken Winkeln 
fragen, die eine elementare Dreiteilung zulassen. Die Antwort darauf 
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ist die folgencle: 1st | irgend eine Strecke, die aus der Einlieit durch 
elementare Konstrnktion gewonnen wurde und kleiner ist als 1 dem 
Betrage nach, und erzeugt man aus ihr, was wieder durch elementare 
Konstruktionen moglich ist, die neue Strecke == — 3^, so lieferi 

jede so gewonnene Strecke, fur a in (1) eingesetzt, eine Gleichung, 
deren Wurzeln elementar konstruiert werden konnen. 

Es mogen noch einige spezielle Falle zur Erlauterung angefiihri 
werden. 

Die Annahme a = 1 fuhrt zu einer rediiziblen Gleichung; denn 
4 — 3a;— 1 = 0 zerfallt in die Gleichungen 

1 = 0, {2x+ l/ = 0, 

deren Wurzeln 1 , — ^ sind. Es ist dies die Dreiteilung der Winke 

Yon 0, 360 und 810®. 

Mit a = 0 gelangt man zu der Gleichung 4:X^ — 3a; = 0, derer 
Reduzibilitat unmittelbar zu erkennen ist; sie zeiiallt in 

a; = 0, 4a;- — 3 = 0, 


ihre Wurzeln sind also 0, — V*. • Hierin ist die Dreiteilung de; 

Winkel von 90, 450 und 810® enthalten. 


Auch die Annahme a = ;^ ergibt eine reduzible Gleichung; dem 

4 a;^ — 3 a; — ^ lafit sich auf losen in 4a; fa;^ — + = + 

1/2 \ 2 / \ ^ \ V2, 

|^4a;^ — ^ — 1^, somit zerfallt die kubische Gleichung jetzt in^ 


X + 


1 

1/2 




X 



und hat die der elementaren Konstiniktion zuganglichen Wurzeln — 


i ffiermit ist die Dreiteilung der Winkel Yon 45 
2 y2 2 l/2j 
405 und 765® erledigi. 

Aber schon die Annahme a = ~ fiihrt auf eine irreduzible Glei 


chung, die Dreiteilung des Winkels Yon 60® kann elementar nich 
ausgefiihrt werden. 

146. Die biquadratische Ghleichung. Indem man die all 

gemeine Gleichung vierten Grades 

+ a^x^ + a^x + ^^4 = 0 (1 


durch den Koeffizienten der hochsten Potenz diYidiert und die aul 
tretenden Quotienten mit a, 6, c, d bezeichnet, nimmt sie die Gestalt an 
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/u) ~ + ax^ + Ix^ + crc + = 0. (2) 

Wie bei der kubiscben Gleicliung erweist es sich als vorteilhaft; 
durch eine Substitution 


X = s + h 


so zu transformiereu, daB die nachstniedere Potenz der Unbekaunten 
nicbt erscheint. Da 




/(4) < + 


1-2 


1-2-3 


+ 


1-2. 3. 4 


^-0 


bereits die nacb Potenzen vou 0 geordnete transformierte Gleicbung 
darstellt, so hat man Ji so zu bestimmen, daB i- 

247i + 6a = 0 


werde; daraus folgt die endgiltige Substitution lautet also: 


( 3 ) 


Zu ibrer Durchfiibrung benutzt man das Schema: 


1 a h c d 



das die Koeffizienten der reduzierten Gleichung 

0 ^ + -\-g _0 + r ^0 (4) 

liefert. 

147. Losuxig der reduzierten biquadratischeu Oleichung.^) 

Setzt man nach dem Vorgange Eulers 

0 + V w (5) 

so ergibt sich daraus nach und nach: 

^2 -= ,^^2 _|_ ^,2 ^2 _j_ 2(VW + IVli UV) 

0^ — 2 (u^ H- 0 ^ + + v^ + w^y == 4- + u^v^) 

+ 8(u^viv + uv^w + uvtv'^) 

0^ — 2 (‘U^ + -f w^) 0“~-8 UV W0-\- {u^ + v^ + iv^y 

— 4 {v^iv^ + whi^ + = 0 . 


1) Die Entdeckung der Auflosung der reduzierten quadratisclien Gleichung 
ist Ludovico Ferrari (1622 — 1665) zu danken, einem hervorragenden Schuler 
Cardanos, der sie vor 1546, also vor Yollendung seines 23. Lebensjahres, ge- 
funden haben muB ; denn 1546 erschien sie in Cardanos „Ars naagna^^, und der 
Brack dieses Werkes begann zu Numberg 1644. 
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Damit diese Grleichung dieselben Wurzeln besitze wie (4), ist not- 
wendig, dafi 

- 2(>- + r= + =1! 

— Siivu-^q (6i 

sei; woraus zu scbliefien ist auf: 

u- + V- + tr = — 

v^w- + w-ii^ + = -- — ~ (T'l 

lb 4 ^ 

= I; ; 

64 ' 

docli ist zu beachten, dafi die letzte Gleicbung umfassender ist als 
die ihr korrespondierende mittlere Gleicbung (6)^ indem sie dieselbe 
bliebe, aucb wenn q ersetzt wiirde durcb — q. 

Zufolge der in (7) ausgedruckten Eigenscbaften der drei Zahlen 
n^y v^y sind diese die Wurzeln der kubiscben Gleicbung 

( 8 -, 

die man als die ktibische Besolvenfe der Gleicbung (4) bezeicbnet. 
Sind d^yd^y ^3 ihre Wurzeln, so konnen zwei dayon fur li^y genommen 
werden, die dritte ist dann id^. Setzt man also 

^ d^y = O^y 

so ergibt sicb daraus nacb der Vorscbrift (5) fiir 0 die Eulerscbe Formel: 

^ "b 

die aber, \Teil die Quadratwurzeln zweiwertig sind, acbt yerscbiedene 
Werte darstellt, nacb einer eben gemacbten Bemerkung nicbt bloB 
die Wurzeln der Gleicbung (4), sondern aucb die der Gleicbung 
4 ?^ + + r = 0. 

Es bandelt sicb um die Peststellung der ersteren, und bierzu 
bietet die mittlere der Gleicbungen (6) einen Anbalt, indem die 
Wurzelwerte, die zur Bildung der Wurzeln von (4) geeignet sind, 
so bescbaffen sein mtissen, dafi 

y^y^y^=-l 

ist. Bilden A, B, C ein Tripel solcher Werte, so ergeben sick die 
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drei anderu Tripel durch Zeiclienanderung an mei Gliedern; mithin 
sind dann 

A + B+G 
^2 == A — B — C 
^3 = — A B — C 
= — AL — B C 

die Ldsnngen von (4)^). 

148. Biskussion der Eulerscheu Formel. Da das absolute 
Glied der Resolvente (8) wesentlich negativ, das Produkt 6^ 6^ 6^ ibrer 
Wurzeln also stets positiv ist, so laBt sicb iiber diese Wurzeln eine 
Aussage machen, namlich: Sind alle drei reeil, so sind sie entweder 
samtlich positiv, oder eine positiv und zwei negativ; ist nur eine reell, 
so ist sie notwendig positiv, weil das Produkt der beiden andern, die 
konjugiert komplex sind, positiv ist. 

Es sind daber folgende Palle zu unterscbeiden: 

1. 6^, 02? ^3 positiv, dann sind Al, JB, C und mit ibnen 

alle vier Wurzeln (10) reell. 

n. 01,02? positiv; A ist dann reell, wabrend 

-B, G imaginar sind; infolgedessen sind im allgenaeinen alle vier Wurzeln 
(10) komplex und die Paare ^ 1 ,^ 2 ? ^ 3 ? -^4 konjugiert. Nur wenn die 
negativen Wurzeln aiicb gleicb ausfallen, werden zwei von den 
Wurzeln (10) reell und aucb gleicb. 

in. 01 reell und positiv, 6^ konjugiert komplex; dann sind A 
reell und entweder JB, C oder B, — C konjugiert komplex, so daB 
unter alien Umstanden zwei der Wurzeln (10) reell und zwei kon- 
jugiert komplex ausfallen. 

Das Gesamtergebnis lautet dabin, daB die biquadratiscbe Gleicbung 
entweder vier reelle, oder zwei reelle und zwei konjugiert komplexe oder 
endlicb vier komplexe Wurzeln besitzt, die zu zwei Paaren konjugiert 
sind; dies alles unter der Voraussetzung reeller Koeffizienten. 

149. BeispieL Es ist die Gleicbung 

— 8x^ + 3 — 0 

aufzulosen. 

Zum Zwecke der Reduktion ist 


1) Der Gleicliimg — qz r = 0 kommen die "Wurzeln — A + J?+ 0 

A — J5+(7, — G und — A — B — Q zu. 




Euleracke Pormel. — Beispiel. ^ig- 

X = 2 -j- 2 

zu setzeu; die Koeffizienten der rednzierten Gleichung gehen aus dem 
Soliema heiTor: ° 

1-8 0 0 3 

2 1-6 ^ Tii r-45)'=7- 

i 1 _ 4 _ 20 (— 64') = s 

‘1-2 (_24i=i). 

Die Gleichung selbst lautet also 

2^ _ 24s^ - 64:2 - 45 ■=■ 0, 

und ilire kubisclie Resolvente: 

(9^-1202 + -®- 0-64 = 0. 

Um di6se zu losen^ 'wird man sie zunachst niitt6ls der Sulostitutioii 

0 = 


reduzieren; dazu dient das Schema: 




1 

-12 

f -64 


4 ' 

1 ■ 

-8 

r (-3) 



1 ■ 

( 

-1)^ 

das zu 

der Grleichung 

^3 

CO 

1 

-3 = 0 

fiihrt. 

Fur diese ist nun 






also positiv, mithin ist eine ihrer Wurzeln reell, die beiden auderr 
sind imaginary man hat es also mit dem Fall III des vorigen Artikeh 
zu tun. Die weitere Rechnung ergibt: 

= 1,61488, -9-, = - 0,80744 + 1,09807 i, 

^3 0,80744- 1,09807 i 

01 = 5,61488, 0, = 3,19256 + 1,09807 i, 
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03 = 3,19256 - 1,09807 j 

= ± 2,36957 , 1/^3 = ± (1,81227 + 0,30295 /) , 

ye^ = ± (1,81227 - 8,302950; 

die mit + bezeichneten Wei*te bilden eine den Bedingnngen ent- 
sprechende Eombinatioci; aus ibr ergeben sich die andern nach der 
Yorscbrift (10 ) iind mitbin die folgenden Wurzeln der reduzierten 
Uleicbung : 

= 5,99411 

^2 = - 1,25497 
^3 - 2,36957 + 0,60590/ 

,^, = -2,36957 -0,60590/; 

biernacb bat die vorgelegte Gleicbimg die folgenden Losungen: 

07^ = 7,99411 
072 = 0,74503 

— 0,36957 + 0,60590/ 

_ — 0,36957 — 0,60590 '/. 

150. Auflosbarkeit von Crleichuugen hoheren als des 
vierteu Grades. Algebraische Zahleu. Die algebraiscbe Auf- 
losnng einer Gleicbnng ist den Metboden znr Auflosung nnmeriscber 
Gleicbnngen dadnrcb wesentlicb iiberlegen, dafi mit ibr alle Gleicbimgen 
des betreffenden Grades als gelost betracbtet werden konnen; derm 
es bleibt in jedem besondern Falle nur mebr die Einsetzung der 
speziellen Koeffizienten statt der allgemeinen nnd die Ausfiibrung der 
angezeigten Recbenoperationen zn YoUzieben. 

Es ist darnm begreiflicb, dafi man Anstrengungen macbte, aucb 
fiir die allgemeinen Gleicbnngen fiinften nnd der boberen Grade die 
algebraiscbe Anf losnng zn finden. Die Gleicbnngen dritten nnd vierten 
Grades konnten dazn ermntigen; denn die knbiscbe Gleicbnng fiibrte 
anf eine qnadratiscbe, die biqnadratiscbe anf eine knbiscbe Resolyente; 
es scbien daber nicbt anssicbtslos, daB man bei Einscblagen des 
ricbtigen Weges ancb bei der Gleicbnng fiinften Grades zn einer Re- 
solvents niederen Grades gelangen nnd so zn immer boberen Gleicbnngen 
werde fortscbreiten konnen. 

Alle Bemnhnngen nacb dieser Ricbtnng erwiesen sicb aber als 
frncbtlos, nnd so stellte sicb denn die Prage ein, ob die algebraiscben 
Operationen iiberbanpt ansreicben, die Wnrzeln der allgemeinen Glei- 
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dmngen hoheren als des vierten Grades durch die Koeffizienten dar- 
zustellen-, mit andem Worten, ob es moglicli sei, die Wurzeln solcbei 
Gleiehungen durcL. die Operatioaen bis zum Radizieren einscblieBlich 
aaszudrucken. Der erste, der die Vemeinung dieser Frage aussprach 
und den Beweis Merfur zu erbringen Tersuchte, war P. Ruff ini (1813) 
Ein voUgiltiger Beweis fiir die Unmdgliclikeif der algehmisclien Auf 
Vosiing vonJwheren '.1 . . allgemeiner Form dls des vierten Grades 

wurde zuerst von N. H. Abel (1826) gegeben. Neben dieser Be- 
weisfiilirung fur eine negative Aussage ging die ForscRung naci 
solchen Formen hoherer Gleicbungen einber, die eine algebraiscbe 
Auflosung zulassen. Derartige Gleicbungen bilden ein wicbtiges Gliec 
der neueren Algebra. 

Im Riickblick auf das Vorangebende sei nocb das Folgende bemerkt 

Eine algebraiscbe Gleicbung mit ganzzahligen Koeffizienten kann 
von imaginaren Losungen abgeseben, rationale und irrationale Wurzeb] 
baben; die letzteren sind bei den Gleicbungen zweiten, dritten unc 
vierten Grades immer, bei den Gleicbungen hoberer Grade nur gans 
ausnabmsweise durcb die algebraiscben Recbenoperationen, derer 
bocbste das Radizieren ist, berecbenbar. Man bat nun alien Zablen 
die als Wurzeln von algebraiscben Gleicbungen mit ganzzabligei 
Koeffizienten^ welcben Grades immer, auftreten konnen^ den Namei 
algelraiscJie Zalilen gegeben. Diese Zablenkategorie umfaBt also aufie] 
den rationalen Zablen irrationale Zablen, die sicb durcb die algebra 
iscben Operationen berecbnen lassen, und irrationale Zablen, die durcl 
algebraiscbe Recbenoperationen nicbt gewonnen werden konnen. — 
Dartiber binaus gibt es aber nocb Zablen, die aucb nicbt als Wurzeb 
einer algebraiscben Gleicbung was immer fiir boben Grades mit ganz 
zabligen Koeffizienten zu erbalten sind: man nennt sie im Gegensatz< 
zu den algebraiscben trans^eudente Zahlen, Die beiden fur die Ana 
lysis wicbtigen Zablen e und ct geboren zu dieser Kategorie. 
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xinalytisclie Geometrie der Ebene. 

§ 1. Der Koordinatenbegriff. 

151. AUgemeine Begriffsbestimmung. Es gibt zwei Methoden 
der Untersuchung geometrischer Piguren und der Losung geometrischer 
Aufgaben; die eine, die syntlietiscJie , voUzieht ihre Schliisse im geo- 
metrischen Gebiete, operiert also mit den geometrisclien Qebil- 
den selbst; die andere, die analytisclie, libertragt die TJntersuchungen 
auf das Gebiet der Arithmetik, der Analysis, und operiert mit Zahlen. 

Um dies ausfuhren zu konnen, bedarf es der Kennzeichnung oder 
Beschreibnng geometriscber Gebilde durcb Zahlen. Solche Zahlen, 
die geeignet sind, ein geometrisches Gebilde voUstandig zu kenn- 
zeichnen, nennt man im weitesten Sinne des Wortes seine Koordinaten, 

Das einfachste Gebilde, auf das man die Untersuehung aller 
andern zuiiickfiihren kann, ist der FunU. An ihm ist lediglich die 
Lage innerhalb eines andem, hoheren Gebildes zu beschreiben; dazu 
dienliche Zahlen werden als PunMcoordinaten bezeichnet. 

152. Der Punkt in der Gheraden. Zwei Punkte einer Geraden 
begrenzen eine in ihr liegende Streclce. MiBt man diese mit einer als 
JEmJieif angenommenen Strecke, so erhalt man eine Zahl, die die al- 
solute Lange der Strecke bestimmt. 

Die Gerade kann in zweieiiei Sinn durchlaufen werden; setzt man 

A B C einen Sinn als positiv, den andern al& 

^ uegativ fest, so spricht man Yon einer gericli- 

teten Geraden\ der positiye Sinn soil durcb 
einen Pfeil angedeutet werden (Pig. 44). 

Liegt eine Strecke auf einer gerichteten Geraden und unterscheidei 
man ihre Grenzpunkte als Anfangspunkt A und als Endpunkt B, sc 
erhalt auch die Strecke einen Sinn, und zwar den positiven, weiir 
das i ortschreiten you nach JB dem positiyen Sinn der Gerader 
^ntspiicht^ im andern Palle den negatiyen. Die hiernach mit den 
positiven oder negatiyen Yorzeichen yersehene absolute Lange wire 
■die relative Lange der Strecke genannt. Im Grunde dieser Auffassun^ 
gelten die Ansatze: 

AB^^ BA, AB + BA^ 0, AB + BC+CA^ 0. 

der letztere fiir jeden dritten Punkt C der Geraden. 
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Nimmt man in einer gerichteten Geraden einen Xullpunkt 0 und 
eine Strecke als Einheit an, so ist sie zur o i M 

Zahlenlinie ansgestattet, Pig. 45. Jeder Punkt — ^ 

M bestimmt mit 0 als AnfangsimnU eine 

positive Oder negative Strecke, und die dieser entspreckende positive 
Oder negative Zahl x JieiBt die Ahssisse des Punktes M. 

Zu einem Punkte gehort nur eine Abszisse und zu einer Abszisse 
nur ein Punkt (15). 

153. Der Punkt in der Ebene. Parallelkoordinaten. 

Nimmt man in der Ebene zwei gerichtete Gerade an, die sick sckneiden, 
setzt den Scknittpunkt als gemeinsamen Anfangspunkt und auBerdem 
eine Einkeitsstrecke fest, so sind beide Ge- 
raden als Zaklenlinien ausgestattet, Fig. 46. ^ j 

Projiziert man dann einen beliebigen Punkt / 

M der Ebene parallel zu jeder der Geraden qL ^ 

auf die jeweilige andere, so entsprecken den / / 

Projektionen P, Q Zaklen x, y, die geeignet / 

sind, die Lage des Punktes in der Ebene zu U — j — j — i — 

besckreiben; man nennt x, y PardllelJcoor- jji 2 f 

dinaten des Punktes Af, insbesondere x die j 
Als^isse, y die Ordinate, Das aus den bei- pig. 4 ^. 

den gerickteten Geraden zusammengesetzte Ge- 

bilde keiBt ein Parallelkoordinatensystem, die Geraden selbst n«nnt 
man Achsen, insbesondere OX. die x4.bszissenackse (a;-Ackse), OY die 
Ordinatenachse (^/-Achse)*, die Straklen, in welcke sie durck den An- 
fangspunkt Oder Ur sprung zerlegt sind, werden Halbacksen genannt 
und als positive und negative* Halbacksen untersckieden. Die Ebene 
ist durck die Acksen in vier Felder, Quadranten, geteilt, die in der 
angedeuteten Reikenfolge gezaklt werden. 

Man sckreibt symbolisck: 

31{xitj) 

x=,0F=Q3I, ij^0Q = P3I: 
es bedeuten, wenn a, i absolute Zaklen sind, 

M^(a!-b) 


Punkte, die der Reike nack im 1., 2., 3., 4. Quadranten liegen, 
ein Punktepaar, das symmetrisck zu OF in Riektung von OX, 

ein Punktepaar, das symmetrisck zu OX in Riektung von OF, 21^, 
Afg ein Punktepaar, das symmetrisck zu 0 angeordnet ist. Af(a?/0) 
ist ein Punkt der ^-Ackse, 31(0 ni) ein Punkt der y-Ackse, Af(0'0) 
der XJrsprung. 

Czuber, HOkere Mathematik. 16 
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Als positiY sei jener Dreinmgssinn in der Ebene festgesetzt, der 
dem Laufe eines Ulirzeigers entgegengesetzt ist, 
der also der Anfeinanderfolge der Quadranten ent- 
spriclit. 

Der in diesem Sinne gezahlteWinkel & zwischen 
der positiven x- nnd der positiven i/-Aclise heiBt 
t p ^ der KoordinatmitvMel. Unabhangig von der Auf- 
Pig. 47. fassnng der Geraden als Acbsen eines Koordinaten- 

systems nennt man @ anch den Biclitungswifikel von OY gegen OX. 

1st 0 4=-und^, so heiBt das Koordinatensystem scMef\ im andern 
2 2 

Falle, wenn also 0 ^ ~ oder = ^ ist, nennt man es ein rechUvinlz- 

liges oder Cartesiscbes^) (Fig. 47). 

Man sagt, ein Koordinatensystem sei positiv orientiert, wenn bei 
Verfolgung der ic-Achse im positiven Sinne die positive ^/-Achse links 
liegt, im andern FaUe, es sei negativ orientiert. Bei dem positiv 
orientierten Cartesiscben System, wie es in der Regel angenommeu 

werden wird, ist @ bei dem negativ orientierten @ 

154 . Polarkoordinaten. Wird in der Ebene eine gericbtete 
Gerade nnd in dieser ein Punkt 0 angenommen, 
so kann die Lage eines Punktes M der Ebene 
beschrieben werden durcb die absolute Lange 
r der Strecke OM nnd durcb den Richtungs- 
winkel cp der gerichteten Strecke OM mit der 
gericbteten Geraden OX, Fig. 48. Man nennt 
^ die Folar'koordinaten des Punktes ilf, r den 
Leitstrahl oder Radius vector, 9? die Amplitude, Der Strabl OX wird 
die Polarachse, 0 der Pol genanut. 



Man scbreibt symboliscb: 


M{r;(p) 


r = Oil, 


(p = LXOM-, 


es bedeutet J/(r/0) einen Punkt der Polaracbse, M[rl%) einen Punkt 
ibrer Verlangerung iiber 0, MiOjtp) den Pol. 

Fafit man r als relative Strecke auf, so ist ein negatives r in 
der entgegengesetzten von derjenigen Ricbtung aufzutragen, die durcb 
<p bestimmt ist. 


1) R. Descartes gilt als der Begrunder der analytiscben Geometrie durcb 
ein 1637 ohne Nennung des Verfassers zu Leyden erscbienenes Werk, dessen 
dntter Abscbnitt als „Geometrie“ betitelt ist; dock war P. Fermat imabhangig 
von ihm zu der analytiscben Metbode gelangt und weiter vorgedrungen. 



Y erscMedene Koordinatensysteme. 


243 


Stellt man durch Hinzufiigung einer zweiten dui'ch 0 gehenden 
Achse ein positiv orientiertes Cartesisches System her, so bestehen 
zwiscben den rechtwinkligen und den Polarkoordinaten eines Punktes 
die Beziehnngen: 

X ^ r cos (fy 2 / = r sin ijp, re- -f / 1 ) 

155. Bipolare Eoordiuaten. Sind in der Ebene zwei Punkte 
F, Gy Fig. 49, angenommen, so kann die Lage 
eines beliebigen Punktes M durch die absolu- 
ten Langen u, v der Strecken FJI, GM be- 
schrieben werden; man nennt F, G Pole, n, 

V bipolare Koordinaten von 3L Wahrend 
aber zu jedem Punkte ein bestimmtes Zah- 
lenpaar Uy v gehoi*t, fiihrt nicht auch umgekehrt jedes Zahlenpaar 
Uy V zn einem Punkte. 

Legt man durch F und G eine gerichtete Gerade und bestimmt 
die (hohlen) Richtungswinkel % if der durch F, 21 und 21 
laufenden Geraden, so sind auch q), i* bipolare Koordinaten; jetzt aber 
gehort auch zu jedem Zahlenpaar g?, ^ Palle, 

wo = i^y ausgenommen, ein bestimmter Punkt der Ebene. 

156. Die Dinie. Eine Linie ist geometrisch definiert, wenn 
ein konstruktives Verfahren angegeben ist, durch das man beliebig 
viele ihrer Punkte bestimmen kann. 

Wird eine geometrisch definierte Linie auf ein Koordinatensystem 
bezogen, so hat die GesetzmaBigkeit ihrer Entstehung zur Folge, dafi 
zwischen den Koordinaten ihrer Punkte eine fiir alle gleichlautende 
Gleichung besteht; man nennt diese die Gleicliung der Linky sie bildet 
deren analytische Beschreibung. 

Umgekehrt entspricht einer Gleichung zwischen den Punkt- 
koordinaten, wenn man sie auf ein bestimmtes Koordinatensystem be- 
zieht, im aUgemeinen eine Linie. 

Dieser Gegeniiberstellung entsprechen zwei Grundaufgaben der 
analytischen Geometrie: 1. Fiir eine geometrisch definierte Linie eine 
Gleichung aufzustellen. 2. Die zu einer gegebenen Gleichung gehorige 
Linie herzustellen. 

Zu diesen Aufgaben gesellt sich als dritte: 3. Die Eigensehaften 
der Linie aus ihrer Gleichung abzuleiten. 

Zu der Aufgabe 1 ist zu bemerken, dalJ vor allem eine zweek- 
mafiige, den Angaben der Definition angepafite Wahl des Koordinaten- 
systems getroffen werden mu6. 

Bei der Aufgabe 2 muB das Koordinatensystem angegeben sein. 
wenn es nicht schon aus der konventionellen Form der Gleichung 
ersichtlich ist. 
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Bei der Aufgabe 3 kommen die Metlioden der andlytischen Geo- 
metrie zur Anwendung, die im Laufe der Zeit mit der Algebra und 
Analysis immer weiter ausgebildet worden sind. 


§ 2. Analytische Darstellung geometrisch deflnierter Linien. 

157. Kreis, Der Kreis ist eine Linie, deren Punkte von einem 
festen Punkte — Mittelpunkt, Zentrum — gleichen Abstand — 
Kadius — liaben. 

Beziebt man den Kreis auf ein Polarsystem, dessen Pol im Mittel- 
punkt, dessen Polaracbse in beliebiger Ricbtung angenommen ist, so 
lautet seine Gleichung 

r = a, (1) 

wenn a der Radius ist. 

In dem zugeordneten rechtwinkligen System (154) beiBt die 
Gleichung 

+ if a^, (2) 


e Ellipse ist eine Linie, deren Punkte von 
zwei festen Punkten, den Brennpunkten, Ent- 
fernungen von konstanter Summe baben. 

Wablt man die Brennpunkte als Pole 
eines bipolaren Systems, so ist, Fig. 50, 

u -i- V 2a (1) 

die Gleicbung der Ellipse, sofern 2 a die konstante Samme der Ab- 
stande bezeicbnet. 

Legt man ein recbtwinkliges Koordinatensystem zugrunde, dessen 
Abszissenacbse die nacb recbts gericbtete Gerade durcb die Brenn- 
punkte, dessen Ordinatenacbse das nacb auf^arts gericbtete Mitfcellot 
dieser Punkte ist, so driickt sicb, wenn F'F^ 2 c, wobei notwendig 
cda, Gleicbung (1) wie folgt aus: 

— + Vy^ + (c + xf = 2a; 

quadriert man, tun rational zu maclien, so entsteht 


158. ElUpse. 



x^ + tf + (? + = 2a^ 

und nacb nocbmaligem Quadrieren 

a^{x^ + 2 /^ 4 - = 0 , 

nacb x, y geordnet: 

(a® — c-)x- + -= a^{a^ — c^): 

setzt man die positive Differenz 



Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel. 


^ 1% 

so nimmt die Gleichung der Ellipse schlieBlich eine der Formen 

+ ahf - 



W egen des zweimal ausgefiihrten Quadrierens wiirden diet 
Gleichungen auch dann zustande kommen, wenn an die Stelle tc 
(1) eine der folgenden Relationen trate: 


■n — V 2n 


— u + ?? = 2a 

— u — V 2a-^ 

keine davon stellt ein reelles Gebilde dar, weil jede einen Widerspruc 
involyiert: die beiden ersten den, daB die Differenz zweier Dreieck 
seiten gi*6Ber sein soUe als die dritte, die letzte den, daB die Smnn 
zweier negativen Zahlen positiy sein soUe; folglicb stellen die Gleid 
ungen (2) nur das durch die Eigeiisehaft (1) gekeimzeicbnete G 
bilde dar. 

159. Hyberbel. Die Hyperbel ist eine Linie, deren Punk 
von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, Entfernungen von ko' 
stanter Differenz baben. 

Mit Beniitzung derselben Annabmen und Bezeicbnnngen ergebe 
sicb die Gleicbungen 

+ {%(, — 2a (: 

h-x' - a'f - aV 

0 

6 - ~ 

wenn gesetzt wird, indem jetzt notwendig a ist. 

Ancb bier umfassen die Gleicbungen (2) al- 
gebraiseb mebr als (1), indem sie aucb dann zn- 
stande kamen, wenn an Stelle von (1) eine der 
Relationen + (ii + v)=^2a genommen wurde; bei- 
des aber stebt mit Tatsacben im Widersprucb. 

160. ' Parabel. Die Parabel ist eine Linie, 
deren Punkte von einem festen Punkte, dem Brenn- 
punkte, und einer nicbt durcb ibn gebenden festen 
Geraden, der Direktrix, gleicb weit entfernt sind. 

Nimmt man, Pig. 51, die nacb recbts gericbtete Normale d< 
Direktrix DD' durcb den Brennpunkt F als Abszissenacbse und d€ 



I 

Pig. 51. 
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Mittelpunkt 0 der Strecke AF = p als Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems an, so drQckt sich die Eigenschaft 


FM = FM 


( 1 ) 


in deu Koordinaten, wie folgt, aus; 




und in ratioiialer Form: 


== 2px. 


( 2 ) 


Der Riickblick auf die Gleickungsformen (2) der bekandelten vier 
Linien zeigt, daB ibre Gleichungen in bezug auf die recHtwinkligen 
Koordinaten x, y algebraisch und vom zweiten 
Grade sind. Man nennt aus diesen Griinden 
Kreis, Ellipse^ Hyperbel und Parabel alge- 
hraische Linien und bezeicbnet sie als von 
mveiter Ordnung. 

161. Strophoide. Die Stropboide ist eine 
Linie, deren Punkte durcb folgende Konstruk- 
tion erzeugt werden: Gegeben sind ein fester 
Punkt A, Fig. 52, und eine nicbt durcb ibn gebende feste Gerade FY'; 
man ziebt durcb A die zu YY' senkrecbte Gerade OX, danii einen 
bebebigen Strabl^X und tragt auf diesem die Strecken OL 

ab; dann sind M, N Punkte der als Stropboide benannten Linie. 

Benbtzt man die nacb recbts gericbtete Gerade OX als Polar- 
acbse und 0 als Pol, bezeicbnet mit a die absolute Lange der Strecke 
OA und beacbtet, dafi in dem Dreieck 0AM die Winkel bei und 

M beziebur^sweise ^ ” 29 ?, ^ + 93 sind, so ergibt sicb die Beziebung: 



sm(^- 2 (p) 

8in(J + 9,)’ 


die unmittelbar zur Polargleicbung 


fuhrt. 


cos 9 


( 1 ) 


Gebt man von dieser auf das zugeborige recbtwinklige System 
fiber mittels der Relationen 164, (1), so entstebt zunacbst 


r = a- 


r 



Strophoide, Zissoide, 
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und daraus 


(»•',+ y) x = a{x- — y-). 
Durch Auflosune ergibt sicb; 


=± »]/“■; 


Man liest hieran ab: 1. da6 die Linie symme' \ I 

trischist zur Abszissenachse; 2. dafi sie reelle 
Punkte nur in dem nicht abgeschlossenen 
Intervall — a <ix <a besitzt: 3. daB ^ am y 

oberen Ende dieses Intervalls == 0 ist, wahrend / 

es bei rechtsseitiger Annaherung Ton an \ 

das nntere Ende nnendlich wird; es zieht sich ’ 
also die Linie langs der Geraden S8\ Fig. 53, 

ohne Ende hin^ sich ihr beliebig nahemd; man nennt eine solche 6e- 
rade eine Asymptote der krummen Linie. 

Aus (1) ist zu erkennen, daB r sich der Grenze Null nahei*t, 

wenn (p gegen ^ und gegen ^ konvergiert; auf den unter diesen 

Richtungswinkeln durch 0 gefuhrten Ge- 
raden fallen also zwei kiirz vorher noch 
getrennte Punkte in einen zusammen, diese 
Geraden sind somit Tangenten an die Kurve 
in 0 (56) ; die Erscheinung, welche diese 
hier darbietet, wird als ein Knoten (Kno- 
tenpunkt) bezeichnet. — 

162. Zissoide. Zu dieser Linie fiihrt 
folgende Konstruktion. Aus einem Punkte 
0 des Umfangs eines Kreises werden nach 
der Tangente im diametral gegeniiberliegen- 
den Punkte JLStrahlen gezogen und auf Fig ^^64 * 

jedem derselben die zwischen Tangente und 

Kreis eingeschlossene Strecke PQy Fig. 54, nach OM iibertragen; 
M ist ein Punkt der Kurve. 

Auf das Polarsystem OX bezogen hat die von 31 bei Drehung 
des Strahls beschriebene Linie die Gleichung 




a cos <p ; 


vereinfacht: 


wenn OA ^ a der Durchmesser des Kreises ist. In dena zugeordneten 
rechtwinkligen System kommt ihr die Gleichui^ 

(«* + 2 /*) « = ay^ ( 2 ) 
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Aus der Auflosung Ton (2): 



lieBt man folgende Eigenschaften ab: 1. die Kurve ist symmetrisch zi 
rr-Achse; 2. reelle Punkte sind in dem Intervall O^xC^ a Yorbande: 
3. bei lima; ==a — 0 wird y iinendlicb, so daB die bei der Konstru' 
tion beniitzte Kreistangente zugleicb Asymptote ist. 

Aus (1) entnimmt man, dafi r gegen Null kouYergiert, wenn 
sich von der einen oder anderen Seite der Null nabert; mitbin b 
riibrt die re- Acbse sowobl den oberen als den unteren Zweig der Kuri 
in 0; die Ersebeinung, die sicb bier darbietet, wird SpiUe genann 
Die beiden zuletzt besproebenen Linien sind nacb dem Ban ibr< 
mit (2) bezeiebneten Grieiebungen algebraiscbe Kurven dritier Ordmm 

163. CassinischeLime] 
Als solcbe bezeiebnet man L 
nien, deren Punkte von zw 
festenPunkteu, den Brennpun’ 
ten, Entfernungen von konsta 
tern Produkt baben. 

Im bipolaren System F, I 
Fig. 55, baben diese Linie 
die Gleicbung 

Pig 55. uv^a\ ( 

Gebt man auf das recbtwinklige System ilber, so ergibt sicb zunaebs 
+ (c — • y^^ + (c + x'f = u^, 

wenn F'F=2Cj und nacb Herstellung der rationalen Form: 

(x^ + yy + 2 o -(^2 _ ^ 2 ) ^ (' 

Die Auflosung von (2), zunaebst nacb gibt: 

2/2 = ^ {x^ + c2) + 



von diesen Losungen kann nur die mit dem oberen Zeicben zu reell< 
y fubren, aber aucb sie liefert solcbe nur so lange, als: 


so lange also 


(V + < 4:C^x^ + 

(x- — ^ 


somit bei X“ — ^ und woraus sicb - einerseits d 

obere Grenze fur x mit a% andererseits die untere mit i 

bestimmt. Wahrend die obere Grenze immer reell ausfallt, ist es d 
untere nur fiir c > «. 
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Daraus ergeben sicb drei Formen der Cassinisehen KuiTen: 


L c > y reell bei ]/c' — ^\x\< ]/ c- -f a-, 

n. c = 

III. cda- y „ x‘| < l/c^ + a-. 

Die Form 11, deren Gleichung im recbhvmtligen System 
{x^ + yy = 2a^(x^ — if), 

im Polarsystem 

= 2 a- cos 2 9 


i O ! 


("41 


lautet, filbrt den Namen Lemnislcate] sie geht durcb den Ursprung 
und bat bier, da r bei lim (f g und lim 9 = -j- Null konver- 

giert, zwei Tangenten, die nnter 45 nnd 145® gegen die d?-Acbse ge 
neigt sind. In der Fignr sind die diei 
Typen yeranscbaulicbt. 

164. Eonchoide. Mit diesem Na- A' M 
men wird die durcb folgende Konstruktion 
erzeugte Linie belegt: Aus einem festen 
Punkte 0, Fig. 56, werden nacb einer 
nicbt durcb ibn gebenden festen Ge- 
raden A' A Strablen gezogen und auf 
jedem derselben Yom Scbnittpunkt C 
aus zwei gleicbe Strecken CM, ON von gegebener Lange I abgetragen 
die Punkte M, N geboren der Linie an. 

Die durcb 0 zu A' A gezogene nacb recbts gericbtete Paralleb 
diene als Polaracbse, 0 als Pol; dann gilt fiir die Punkte M, d. i 
liber A' A: 

^ . 7 

y — “b ?? 

sin (p ' ^ 

fiir die Punkte N, d. i. unter A' A: 


A B 

' M 

^ 

1 


y 

wV 

_ 



Fig. 6G. 




a 


sin qp 


-i, 


wobei a == OB- beide Ansatze sind aber in der einen Gleicbung 

\ sin qp / \ sin qp ' / 

entbalten, die aucb in der Form 

(1 

\ sin qp/ ^ 

gescbrieben werden kann. 

Gebt man zu dem zugeordneten recbtwinkligen System iiber, s< 
entstebt zuerst 
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und daraus schliefilicli 

+ = ( 2 ) 

Diese Grleichung lelirt: 1. da6 die Linie symmetriseh ist zur ij- 
Achse, weil x nur ia gerader Potcnz vorkommt; 2. daB die Grerade A' A 
eine Asymptote ist, weil bei i/ = a die Gleicbung nur bei unendlichem 
\x\ bestehen kann; 3. dafi der TJrsprung der Kurve angebort. 

Aber aus 

• = ^ — I 
sin cp 

geht hervor, daB r gegen Null konvergiert, wennlim sing? == y wird; 



dazu gekoren zwei supplementare Werte von cp, sofern a <i I ] nur 
der eine Wert 9 = weim a = Z; hingegen kein Wert, weun a > Z; 

im ersteu J'alle hat die Kurve im Ursprung zwei Tangeuten und bildet 
Her einen Knoteu; im zweiten Palle beriihrt sie die y-Achse zu beiden 
Seiten und bildet eine Spitze; im dritten Falle hat sie in einer ge- 
wissen Umgebung des Ursprungs keine weiteren Punkte, der Ursprung 
ist ein von der Linie isoUerter PunH (Einsiedler). Die drei so unter- 
schiedenen Typen 

I. a < I, II. a = Z, III. a > Z. 

■sind in Pig. 57 zur Darstellung gebracht. 

Die Cassinischen Linien und die Konchoide sind nach dem Bau 
ihrer mit (2) bezifferten Gleichungen algebraische Kurven viertef' 
Ordnung. 

166 , Bosette. Eine Kurve werde derart erzeugt, daB auf eine 
mit ihren Endpunkten auf zwei zueinander senkrechtenGeradengleitende 
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Strecke AB ^ a vom Sclmittpunkte 0 dieser Geraden eine Normale 
gefallt wird; ihr FuBpunkt M besckreibt die Linie (Fig. 58). 

Auf das Polarsystem OX bezogen bat die 
Linie, wie aus den recbtwinkligen Dreiecken un- 
mittelbar zu entnebmen, die Gleicbung 

r = a cos 9 sing) = “ sin 2^; (1) 

daraus ergibt sicb die auf das zugeordnete recht- 
winklige System bezogene Gleicbung 

(x^ + y^y = a^x^y^. ( 2 ) 

Aus der Gleicbung (2) scblieBt man auf Symmetric beziiglicb 
beider Acbsen. Aus (l) ist zu erkennen: 1. daB die obere Grenze 

von r, die Kurve also in einem Kreise vom Radius ~ eingescblossen ist*, 

2. daB sie diesen Kreis erreicbt an den Stellen g? = , 

^ 4 ^ 4 ^ 4 ^ 4 ' 

indem an diesen r = a oder = — a wird; 3. daB r bei lim 9=0,^, 
XxjiYL konvergiert, die Kurve, also 

die beiden Acbsen in 0 zu beiden Seiten be- 
rtibrt. Fig. 59 zeigt ibre Gestalt. 

166 . Asteroide. So benennt man die Kurve, 
welcbe derPunktP derselbenStrecke J.B, Fig. 58, 
bescbreibt, der symmetriscb zu M in bezug auf 
die Mitte von AB liegt, den man also erbalt, 
indem man aus der Ecke Q des Recbtecks OAQB 
auf AB eine Senkrecbte fallt. 

Nennt man die auf dasselbe Acbsensystem bezogenen Koordinaten 
von so besteben zwiscben ^ und den Koordinaten x^ yYon 

M die aus der Figur ersiebtlicben Beziebungen: 

(I + xy + (xi + yf = a-, 

la; = y®, 

aus der ersten folgt mit Rueksicbt auf die beiden anderen 

^^ + ry + + y^) - 

und aus den zwei letzten allein 

xy = ^ri] 

tragt man dies in die Gleielinna (2) der vorigen Kurve ein, so entsteht 

= ( 1 ) 



Fig. 59. 



Fig. 5S 
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als Gleicliung der iienen Knrve*, sclireibt man dies in der Grestalt 

+ + 

so erscheint (1) als das Ergebnis der Kubatur der Gleichung 

+ (^) 
die demnach auch als Darstellung der 
Knrve gelteii kann. 

Aus fl) entnimmt man, daB mit 
1“ + = or entweder | == 0 oder 7^ = 0 

notwendig verb unden ist, daB also die 
Linie durcb die Punkte {Oja), {Oj— a), 
{O' jo), {—a jo) bindurcti geht. Ihre Ge- 
stalt ist aus Fig. 60 ersicbtlicb. 

Die beiden zuletzt vorgefiilirten Li- 
iiien sind, wie aus ihren mit (2j, bzw. 
(1) bezeiclineten Gleiciiungen zu erkennen^ 
von der seehsten Orthnnin, 

§ 3. Koordinatentransformation. 

167. AUgemeine Begriffsbestimmung. Scbon die vorstelien- 
den Beispiele zeigen deutlicb, dafi die Wahl des Koordinatensvstems 
nicht gleicbgultig ist fiir die analytiscbe Darstellung; eine zweckinaBige 
Wahl kann wesentliche Vereinfachung der Rechnungen herbeifiihren. 
Darum tritt bei groBeren Untersuchungen haufig die Notweudigkeit 
ein, das Koordinatensjstem zu andern, um eine sich einstellende Frage 
in moglichst einfacher Weise zu losen* Man kann geradezu die 
passende Anordnung des Koordinatensystems zu den Methoden der 
analytischen Geometrie zahlen. 

Bei dem Ubergang zu einem andereii Koordinatensystem handelt 
es sich nun darum, die maBgebenden Gleichungen, die sich auf das 
urspriiDgliche System beziehen, fur das neue zu transformieren. Die 
Elementaraufgabe, auf die das hinauslauft, besteht darin, die Relationen 
zwischen den urspriinglichen und den neuen Koordinaten eines Punktes 
aufzustellen. 

Nachstehend soli eine Auswahl haufig gebrauchter Transfor- 
mationen behaudelt werden. 

168. Translation eines Farallelkoordinatensystems. Hier- 
unter versteht man den tjbergang von einem Parallelkoordinaten- 
system zu einem andern mit parallelen und gleichgerichteten Achsen. 
Die gegenseitige Anordnung ist bestimmt, wenn die Koordinaten yo 
des neuen Ursprungs O', Fig. 61, in bezug auf das alte System XOY 
gegeben sind. 
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Es seien y und x y' die au£ die beiden Systeme bezuglicheii 
Koordinaten eines Paiiktes 21: dann eiitnimmt man der Figur im- 
mittelbar, daB 

0P= 0J.+ O'P' 

PJ/= .lO' + P'Ji, 

daB also 

^ ^ 0 + 

, , ni 

y-Vo + y 

daraus ergibt sich die inverse Transformation: 

x' ^ X — 

(2l 

y -y-yo^ 

Wahrend (1) den Ubergang Tom alten System zum nenen^ ver- 
mittelt (2) das umgekehrte. 

Soil beispielsweise die Grieichung der Ellipse (158) 

+ ahf = 

auf den linken Scheitel als Ursprung transformiert werden, so hat 
man x — a + x', y ^ y' zu setzen; die Gleichung lautet dann: 

l“x'^ + a^y'^ == 2aPx'. 

169. Botatiou eiues Cartesischen 
Systems um deu Ursprung. Es ist dies 
der tn^ergang Yon einem rechtwinkligen System 
zu einem gleich orientierten anderen mit dem- 
selben Ursprung, Die Anordnimg beider Sy- 
steme ist durch den Rotationswinkel a bestimmt, 
worunter der Winkel yerstanden werden soli; 
durch den die positive a;-Achse in positiver Drehung in die positive 
ir'-Achse ubergefiihrt wird (Fig. 62). 

Man liest an der Figur unmittelbar ab: 

OP - OP" - QP' 

P2I = P"P'+ Q2I, 

d. h. in den GrroBen x, y] x, y' und a ausgedriickt: 




X x' cos a — y' sin a 
2 / — 5?' sin CSC + y' cos a . 


(1) 


Die inverse Transformation ergibt sich durch Auflosung dieser 
Gleichungen nach x'j y\ aber auch durch die Bemerkungj daB die 
Drehung des neuen Systems uni — « wieder zum alten fuhrt: man 
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braucht also niir x, y mit x, y' zu vertauschen und das Vorzeichen 
yon a zu iindern und erbalt so: 

X == X cos + ?/ sin a 
r= — a? sin a + ?/ cos a . 

Als Beispiel diene eine Hyperbel, bei der 6 = a ist — man 
nennt sie eine gleicliseituje Hyperbel ~ deren Gleichung also 

lautet (159 j; das System, das dieser Gleicbiing zugrimde liegt, werde 
uxa — ^ (also urn 45^ nach ab warts) gedreht; die Transformation wird 
dann durch die Substitution 

i/2 y2 

vermittelt und verwandelt die Gleichung in 


^ y = Y* 

170. Allgemeiue Transformation rechtwinkliger Koor** 
dinaten. So woUen wir den tlbergang yon einem rechtwinkligen 
System zu einem beliebigen andern gleichartig 
y* orientierten verstehen. Die gegenseitige Anord- 

rA I nung ist durch die Koordinaten Xq, y^ des neuen 

\ j Ursprungs bezuglich des alten Systems und durch 

\i Rotationswinkel im yorhin erklarten Sinne 

gegeben (Fig. 63). 

' Der tlbergang zu dem Hilfssystem Z"0' Y" 

ist eine Translation, daher 

0 ^ „ 

Pig. 63. X ^ Xq X 

2/ == 2/o + 2/"5 

der tJbergang von diesem zu X' 0' Y ist eine Rotation, daher 
x" ^x' cosa— y' sma 
y" ^x' sin a + y' cos a ; 

durch Superposition ergeben sich die endgiiltigen Transformations- 
gleichungen: , 

^ ^ ctf — 2/ « 

y ^ y^-\- x' wia + y' QOS a , ^ 

Die Gleichungen fur die inyerse Transformation erhalt man aus 
(2) der yorigen Nummer, indem man x, y durch x — x^, y — y^ ersetzt; 
sie heiBen also: 

Y ^{x — Xq) cos cc + {y — sin cc 
y'=—{x — x^sma+ {y-'y^Qosa, 


sie heiBen also: 


( 2 ) 
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171. Rechtwiuklige und Polarkoordiaaten. Bei der Bin- 
fiihrung des Polarsy stems (164) ist bereits auf ein bestimmteS; mii 
ihm zusammenbangendes recbtwinkliges System hin- 
gewiesen worden; der Ubergang von dem einen 
zu dem andern kam im Lanfe der Beispiele anch 
wiederbolt znr Anwendung. Jetzt soli der all- 
gemeine Fall erledigt werden, darin bestehend, da6 
man von einem recbtwinkligen System zu einem 
polaren tibergebt, dessen Pol O', Fig. 64 , im alten 
System die Koordinaten Xqj bat, nnd dessen 64 . 

Polaracbse gegen die gericbtete :z;-Acbse des recbtwinkbgen unter den 
Winkel « geneigt ist. 

Diese Transformation kann aufgelost werden in die vorangebendt 
und in den darauffolgenden Ubergang zu Polarkoordinaten im Sinn< 
von 164; demnacb lauten die Substitutionsgleicbungen: 

Xq+ r (cos cc cos q) — sin a sin q^) ^ Xq+ r cos (u + 9) 

2/ = 2/0 + (sin a cos qj + cos a sin g)) = r sin (c^ + 9) ; 
und fltr die inverse Transformation: 

r=y(x-Xoy+{y-tj^y, cos (« + 9 d )="'^^^’“, ^ 

siii(« + 9) = -'^— ; 

die beiden letzten Gleicbungen bestimmen einen Winkel im Interval 
( 0,2 7t) eindeutig, aus dem sicb dann durcb Subtraktion von a di 
Amplitude q ergibt. 

Als Beispiel zu diesem Falle diene die Transformation der EUipsen 
glcicbung nacb dem recbten Brennpunkt als Pol und der gericbtetei 
Abszissenacbse als Polaracbse. Die zugeborigen Transformations 
gleicbungen 

X ^ c r cos q , y = rsmq 
verwandeln die Gleicbung 

orlj^ 

in 

(6^ cos® 9 + a® sin® 9) + 2 h^crGosq == 
deren positive Wurzel 

r == 

sicb weiter vereinfacbt zu 
bei q = ^ erbalt r den Wert ^ ^Pj den man als ParanieteK d€ 

c G) 


— b^c cos qp + 

— C® COS®qp 

a + e cos qp ’ 
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Ellipse bezeickaet; fiihrt man weiter das Verhaltnis als relativt 

Oder numerische Exmitrisitat mit dem Zeichen s ein, so schreibt sic! 
scblieBlich die BrennpmktsgUiclmng der Ellipse: 

A.. 

1 * cos 9 


§ 4. Die Gerade. 

172. Die Oleichimg ersteu Grades. Jede (B<:!>]i'i„g ersteh 
Grades in x, y skill einc Gerade dar. 

Die allgemeine Form einer solcben Gleiebung lautet: 

Ax + By + C^O. (i; 

Die Aussage wird bewiesen sein, weim gezeigt ist, dafi die Gleiebung 
bei alien zulassigen Annabmen iiber ibre Koeffizienten eine Gerad« 
bestimmt. 

1. A + 0, B = 0, (7 4= 0; die Gleiebung 

Ax +0=0 (2; 

G 

fuhrt zu X = — 7 und kennzeichnet alle Punkte mit einer und der- 
A 

selben bestimmten Abszisse; ihr Ort ist eine Gerade parallel de7 
Ordinaiemclise. 

2 . A^O, J5 4= 0; C + 0; die Gleiebung 

B^J + C=0 (3; 

C 

ergibt 2/ =' — ;§■ keimzeiebnet alle Punkte mit einer und derselber 

besfcimmten Ordinate; der Ort solcber Punkte ist eine Gerade paralle< 
der Absmsemchse. 

3. J. 4= 0, J5 = 0, 6^ = 0 fiihrt zu = 0, und dies kann nur mii 

x = 0 (4 

besteben; bierdurcb sind aber die Punkte der Ordimtenaclise selbsi 
ebaraktersiert. 

4. A == 0^ 54 = 0; (7 = 0 hat By = 0 und dies wiederum 

2/ = 0 (5 

zur Polge; biermit sind die Punkte der AismsenacJise gekennzeicbnet 

5. JL4=0, J5+0; 0=0 liefert die Gleiebung 

Ax + By = 0, (6^ 

aus der ^ folgt; alle Punkte aber, deren Koordinaten in einen 

konstanten und bestimmten Verbaltnisse zueinauder steben, liegei 

auf einer bestimmten Geraden durch den TJrsprung. 
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6. A ^ Oj j5 4= 0; 0 =j= 0 endlich fiihrt aiif 

AC _ 

und laBt die zu einer Abszisse gehorige Ordinate als Samme an: 
A G 

— und — ^ erscheinen: das erste ist nach. 5. die Ordinate einei 

bestimmten Geraden durcb den Anfangspunkt^ das zweite eine konstant< 
GroBe; es sind also die Ordinaten jener Geraden um eine konstant< 

Strecke verlangert oder verkiirzt, je nacbdem — positiv oder negati 

ist; der Ort der so erhaltenen Pnnkte ist eine Gerade von aU[femeine 
Lage, die parallel ist der durcb den Anfangspunkt gebenden Geraden (6'^ 
Hiermit ist der Beweis erbracbt, und er gilt fiir jedes Parallel 
ko ordinatensystem. 

173. Segmentgleichung. Die zu = 0 geborige Abszisse 
und die zu x =^0 geborige Ordinate h sind die Abscbnitte ode 
Segmente, welcbe die Gerade 

Ax 4 4^^ == 0 (^] 

auf den Koordinatenacbsen bildet; sie ergeben sicb aus den Ansatze 

Act 4 0 ~ Oj 4 ^ “ Gj 

und zwar ist 


ersetzt man also A. B in (1) durcb — ^ und unterdriici 

bierauf den Faktor G =^ 0, so entstebt die Segmentgleicbung d< 
Geraden: 

-^Tr = i. (: 

a ' b '' 


Ibre Herstellung aus der Gleiebungsform (1) erfolgt. also mitte 
der Division durcb — C, 

174. Bichtuugswinkel der Geraden. So- 
lange eine Gerade nicbt gericbtet ist, d. b. so- 
lange nicbt ein bestimmter Sinn in ibr als posi- 
tiv festgesetzt ist, kann ibre Ricbtung durcb 
den boblen Winkel a, Pig. 65, bestimmt werden, 
den sie mit der gericbteten a;-Acbse bildet. Bei 
dieser Auffassung baben parallele Gerade gleicbe 
Ricbtungswinkel. 

Ist g durcb Ax A By 4 C = 0, so ist die Parallele g' durcb de 
Ursprung dargestellt durcb Ax 4 By = 0 und 

y MP since A ^ 

— “OP sin(0 ^ a) ^ ” P ’ 

Ozuber, HOhere Mathematik. 
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mit Rucksicht auf 172 , (7) und 173 , (2) schreibt sich daim die 
Gleickung: y=.mx + h (2) 

die Bedeutimg Ton m geht aus (1) kervor, und I ist das Segment auf 
der Ordinatenackse. 

Ist das Koordinaten system recktwinklig, also ® = so ist ins- 


m = tg a . 


besondere 

nennt m, weil es in dem einen wie in 


( 3 ) 

dem andem Falle 
lediglich mit der RicMung der Q-eraden zusammenliangt, ihren Eichtimgs- 
Txoeffisienten. 

Anders, wenn es >sicli nm eine gericldete Gerade handelt. Zieht 
man eine dazu parallele und gleichgerichtete Gerade durch. 
den Ursprung, so soUen die im positiven (oder negativen) 
Drehungssinne gezaKlten holilen Winkel, welche diese letztere 
Gerade mit der gerichteten x- und ^/-Achse bildet, als die 
Ricbtungswinkel der urspriinglicben Geraden betraclitet 
■warden, Pig. 66. Unter der Voraussetzung eines 
recbtwinkligen, positiv orientierten Koordinaten- 
systems ist dann immer (eyentuell mit AuBer- 
I'ig. 66. acbtlassung von 2^) 



^ = cc 


( 4 ) 


denn, fallt z. B. g' in den ersten Quadranten, so wird /3' als der 
negativ gezahlte Komplementswinkel von a' zu nebmen sein; ahnlich 
iiberzeugt man sich. von der Richtigkeit des Ansatzes (4) bei jeder 
andem Anordnung. 

Man nennt cos a', cos/3' Hiq EicHimgskosimis der Geraden und hat 
also im rechtwinkligen System 

cos j8'= since'. (5) 

Was nun den positiven Sinn in einer nicht durch den Ursprung 
gehenden Geraden anlangt, so sei hieriiber folgende Vereinbarung ge- 
troffen: Als positiv mpge in einer solchen Geraden derjenige Sinn 
gelten, bei dessen Verfolgung der Ursprung zur linken Seite der 
Geraden liegt. Die Festsetzung steht im Einklang mit dem positiven 
Drehungssinn der Ebene. 

Zu jeder Geraden g gehort eine Normals n durch den Ursprung; 
um auch diese zu einer gerichteten zu machen, werde als positiver 
Sinn derjenige bestinimt, der win Ursprung zur Geraden fuhrt; die 
so gerichtete Normals werde als positive Normole bezeichnet. Diese 
Festsetzung ermoglicht es, die l)eiden Seiten der Geraden voneinander 
zu unterscheiden; als positiv gelte diejenige Seite, nach welcher die 
positive Normale verlauft, die andere als negativ; letztere enthalt den 
Urspining (Fig. 67). 
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Sind nnn wie vorhin « , ](3' die Richtnngswinkel der gerichteten Geraden 
die der gericliteten Normalen, so bestehen immer (eventuell mit AnBer 
achtlassung von 2%) die Relation en: 

+ / 3 '=^+ 2 - ( 6 ) 

175. Hessesche Normalgleichung.^) 

Man kann zur Bescbreibnng einer Geraden 
die absolute Lange p der vom Ursprung zu 
ibr gefiilirten Normalen und die Richtungs- 
winkel /3 ihrer positiven Richtung verwenden*, 
unter der Voraussetzung eines rechtwinkligen Systems bestebt zvriscbei 
diesen die Beziebung 174^ (4). 

Sind a, & die Segmente, welcbe die Gerade g, Fig. 67, auf dei 
Acbsen bildet, so scbreibt sicb ibre Gleicbung: 

- +.^,_l = 0. 

a ' h 

Nun ist aber unter alien Umstanden 



a cos a = & sin « === p *, 

erweitert man also den ersten Bracb in der vorstebenden Gleicbung 
mit coscc, den zweiten mit sinc^ und macht von dem letzten Ansatzi 
Gebraucb, so entstebt die Gleicbung: 

X cos a + y sin a — =« 0, (1 

die man als die Xormalgleichimg von Hesse bezeicbnet. 

Um die allgemeine Gleicbung 

Ax + By+G^Q (2 

auf diese Form zu bringen, wird man sie mit einem Multiplikator > 
multiplizieren, der so gewablt werden muB, daB 

sei, damit lA, IB tatsacblicb den cos und sin eines Winkels dar 
stellen; die Unbestimmtbeit des Yorzeicbens von 



die durcb den Zeicbenfaktor £ (+ 1 oder *^1) angezeigt ist, bebeb 
sicb durcb die weitere Forderung, daB XG mit — p iibereinstimmen 
daber negativ sein muB^ sonacb bat X das entgegengesetzte Zeicbei 
von G zu erbalten, was durcb den Ansatz 

£ = -— sgn G (4 

ausgedriickt werden soil. 


1) Nach 0. Hesse benannt, der zur Ausbildung der moderneu Metbodei 
der analytischen Geometrie wesentlich beigetragen liat. 
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Vm also die aUgemeine Gleicluing (2) auf die Hessesche Normal- 
form iDtmavandehu hat man sie durch — sgn O']/ 0 h dividieren. 
Hiernach sind dieRichtungskosinus der positiven Normalen yon (2); 


cos a 


sill j3 = 


A 

— sgn CyA~ + ^ 


COS /i = sin ci = 


B 

— sgn^7-|/:A2"+5-^ ’ 


und wegen der Beziehungen (6j der vorigen Nummer die RicLtungs- 
fcosinus der gerichteten Geraden selbst: 


cos c: — 


B 

sgn CyA' ’ 




cos /5'== 


sgnCyA^ A 


Nach der Torstehenden Regel ergeben sich beispielsweise fiir die 
Geraden 

oa? 4:'y — o ==s 0, x -{“ 2y ^ 0 

die Hesseschen Normalgleichungen 


X - i/ 

O 0 ^ 


1 = 0 , 

Yo YE 




aus deneii man ersieht, daB das Lot der ersten, von der absoluten 
Lange 1, rom Ursprung ans in den vierten, das Lot der zweiten, 

Ton der absoluten Lange in den dritten Quadranten verlauft. 

1'5 

176. Parametrische Darstellung der G-eraden. 1st 

i^’ol !/o) fester Punkt der gerichteten Gferaden g, a ibr Richtungs- 
winkel, s der Abstand des variablen Punktes M(xjy) von M^, so 
ist unter A oraussetzung eines rechtwinkligen Koordinatensystems : 


a; — a:o = s cos a, t/ — yo = ssina; 
daraus ergeben sich die parametrischen Gleichungen der Geraden g: 

* = + s cos « 

1 \ 

y = i/o + ssin«; * - 

s gilt darin als positiv oder negativ, je nachdem die Strecke 
die positive oder negative Richtung der Geraden hat, 

177. Geradeubdschel, bestimmt durch eiuen Puukt. Die 

aUgemeine Gleichnng der Geraden 


Ax + By + 0=0 ( 1 ) 

enthalt drei Koeffizienten, die sich anf swei Konstanten rednzieren 
lassen, indem man durch einen von ihnen die Gleichnng dividiert. 
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In der Tat treten in den speziellen Gleicliungsfonnen 



y = mx + h 

X cos a y since p ^ 0 

nur zwei Konstanten oder Parameter aiif: die Gesamtheit der Gerad< 
in der Ebene ist von der Mdchtigkeit oo^. 

Daraus folgt, da6 eine Gerade im allgemeinen durcb zwei B 
dingnngen bestimmt ist. 

Ist der Geraden nnr eine Bedingung auferlegt, so bleibt ein 
der Parameter nnbestimmt, aus der Gesamtheit der Geraden ist eii 
niedere Gesamtheit von der Machtigkeit oc^ herausgehoben. 

Einen wichtigen FaU dieser Art bilden die Geraden durch em 
gegebenen Punkt, deren Gesamtheit man einen Geradenbiischel neni 
HeiBt der gegebene Punkt M^{xjy^, so fiihrt die Forderung, dafi 
der Geraden angehdre, zn der Bedingung 

Ax^ + Py^ + G “ 0 (! 

zwischen den Koeffizienten, mit deren Hilfe sich einer derselben, a 
einfachsten C, aus (1) eliminieren lafit; man erhalt so 

A{x - Xi) + 5(2^ - 2 /i) = 0, ‘ (: 

oder; indem man — m setzt, 

2 / - = m(x - aJi) (■ 

als Gleichung des Geradenbiischels mit dem Trdger M^J\ 

Im rechtwinkligen System kann derselbe Geradenbiischel au< 
durch die Gleichungen (176) 

x = iTi + 5 cos cc 

= +ssma 

dargestellt werden, wenn man darin nicht allein s, sondern auch cc s 
veranderlichen Parameter auffafit; bei festgehaltenem cc und variablen 
bestimmen die Gleichungen (5) eine spezieUe Gerade des Biische 
diejenigO; die gegen die gerichtete a;-Achse den Richtungswinkel cc hi 
178. G-erade durch zwei Fuukte. Durch zwei Punk 
M, (xjy^)j ist eine Gerade bestimmt. Denn jede Gerac 

die durch den ersten Punkt geht, ist in der Gleichung 

A{x — x^) + B{y - 2 /i) = 0 

enthalten; soil sie auch durch den zweiten Punkt gehen, so miissi 
die Koeffizienten A, B der Bedingung 

A{x^-Xj) + B{y^-y^) = Q 
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entsprechen; aus beiden Gleichungen ergibt sicb durch Elimination 
Ton A, B: x — Xi ^ y — Vi 

2/2 


Oder in anderer Anordnung: 
X 


■Vi 




( 1 ) 

( 2 ) 



als Gleichung der durch und 31 ^ bestiinmten 

Geraden. 


179. Teiluugsverhaltuis in der G-e- 
radeu. Ein Punkt 31 in. einer Geraden g. 
Pig. 68, bestimmt in bezug auf eine in der 
Geraden gegebene Strecke 31.^31^ ein Teilungsver- 


Tj ^ 
rig. GS. 

lialtnis\ es soil darunter das Verhaltnis 

21 


21 2L 




( 1 ) 


verstanden werden. TJmgekehi*t ist die Lage eines Punktes in der 
Geraden durch die Angabe seines Teilungsverhaltnisses bestimmtj 
A also eine Koordimte des Punktes. 

Der Definition (1) zufolge ist k positiv fiir einen Punkt der 
Strecke 3Ii3I^^ negativ fiir einen Punkt auBerhalb derselben und 
unabhangig daTon, welche Richtung in der Geraden als positiv an- 
genommen wird. Wahrend der Punkt die genannte Strecke durch- 
lauft, variiert I von 0 bis oo, und indem 31 den Punkt Afg iiber- 
schreitet, andert X sein Vorzeichen und variiert bei der weiteren Be- 
wegung von 31 von — oc bis — 1, und nimmt schlieBlich die Werte 
yon — 1 bis 0 an, indem 31 von der anderen Seite her immer naher 
an den Ausgangspunkt heramdickt. Sowie jedem andern Werte 
von A ein und nur ein bestimmter Punkt entspricht, ordnet man auch 
dem Werte — 1 einen einzigen Punkt zu und nennt ihn den unendlicli 
ferfien Punli der Geraden. Dem Mittelpunkt von 31^31^ entspricht 
X^l. 

Bezeichnet man mit Koordinaten von 31^, 

3Lf 31, und beachtet man, daB auch 

PP. 

also 




ist, so ergibt sich: 


^ y — _ ; 

x^—x Vi — y 


X = 


“1“ 




Vi 4 ~ ^2 /2 ^ 
1 -[“ P- 


( 2 ) 

Da durch diese Gleichungen, indem man X von — cx> bis co 
variieren laBt, nach und nach'alle Punkte der Geraden g zur Dar- 
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stellung kommen, so kanii man sie als parametrise] le Gleiclningen d' 
durcli die Piinkte bestimmten Geraden auffasseii. 

Zwei Punkte M" mit den Teilungsverhaltnissen 7/ , A" b 
stimmen das Doppelverhdltnis 

21^ 3r 31,2r 

21' 2U * 2i" 2t ~ V'‘ V 

das positiv oder negativ ausfallt, je naebdem die Punkte in bezi 
auf -Mg gleichartig oder iingleichartig liegen, d. b. beide inn( 
Oder auBen, oder einer innen, einer auBen. 

1st insbesondere 2' = — /L", so nimmt das Doppelverbaltnis d( 
Wert — 1 an, und man sagt dann, daB die Punkte ilf', ilf" die Strecl 
liarmonisch teilen; da aus (3) aucb 

21' 21^ ^ M'2L _ V 
MT^2i" * 21121" ~ X" 

folgt, so teileu bei = — ;/ aucb die Punkte Jig die Strecl 
-M'-M" barmoiiiscb, und man sagt daber, die Punktepaare J/^, J 
und Ji', -M" trennen einander harmonisclij nennt aucb 21^, -Mg, 21', J 
vier liarmonische PimUe. 

Bezeiebnet man die relativen Strecken -M^ Jig, 21^ M\ 21^31" d 
Reibe nacb mit s, s', s", so lautet der Ansatz (3 ) fiir barmoniscl 
Punkte so: 



daraus ergibt sicb durcb Umformung die fiir barmonisebe Punk 
ebarakteristisebe Streckenrelation: 


s' + s" _ ^ 
s's" s 

die aucb in der Gestalt 


2 




o ■■ ■ ■ ' a <> ^ 

M, -ZVf'-- /Mz M 

X 

Pig. 69. 


gesebrieben werden kann. Den linksstebenden Ausdruck bezeicbn 
man als das liarmonische 2IiUel von s', s", 

Um zu 21' den vierten barmoniseben Punkt in bezug auf -M^ , J 
Fig. 69, zu finden, sebneide man zwei beliebige Parallelen durcb Jf^, -3 
mittels einer durcb 21' laufenden Trans versale W^Wg, iibertrage 21^1 
nacb JfgiVI und bringe -MiiVo mit der Geraden zum Sebnitt; dies 
Sebnittpunkt ist der gesuebte M", da sein Teilungsverbaltnis, vo 
Zeicben abgeseben, dasselbe ist wie das von 2£'. 

Dem Mittelpunkt von Jf^-Mg entspriebt der unendlicb feme Pun 
der Geraden als vierter barmoniseber. 
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Auf Grund Ton (2) sincl 


r lx., 

^ 1 + 1 ’ 
If X-t Xe, 

"" l-l'’ 


i/ — yi +^^2 

^ “ 1 + 

_ i/i ^ 2/2 

^ 1 — ^ 


( 5 ) 


die Koordinaten zweier Punkte M\ M", die harmonisch teilen 

in den Yerhaltnissen I und — jl(|X| 4" bezietnngsweise. 

Als Beispiel der Anwendung des Teilungsverhaltnisses diene die 
Bestimmimg der Koordinaten des Scbwerpunktes S eines Dreiecks 
aus den Koordinaten seiner Eckpunkte. 

Der Mittelpunkt Jf'" der Seite kat das Teilungsyerhaltnis 1, 

daher sind 

— ?L+ ^2 _ 2/1 +2/2 

^ — 2 ^ ^ 2 


seine Koordinaten; der Schwerpunkt S teilt M "' in dem Verhaltnis 
-i-, daher sind 


+ 2 

1 + I 


-f 

3 ’ 


- -r- 


seine Koordinaten, 


180. Abstand eines Funktes von einer Geraden. Die in 

der festgesetzten Art (174) gericktete Gerade g, Fig. 70, sei im reckt- 

winkligen System durck ikre Hessescke Nor- 
malgleicknng 

^ X cos a + ?/ sin « — = 0 (1) 

und der Pnnkt durck seine Koordinaten 
^0 gegeben. 

' Projiziert man den Linienzng 
rechtwinklig anf die positiTe Normale n yon 



Pig. 70. 


so ist die relative Lange der Projektion 
OQ ^ Xq cos cc + sin cc, 


und setzt man fest, als Abstand d des Punktes 31^ von g soUe die 
relative Strecke PQ gelten, so ist 


(y = OQ — OP ^ Xq cos a + y^mxa — p (2) 

und fallt positiv oder negativ aus, je nackdem 3Iq auf der positiven 
oder negativen Seite der Geraden liegt. 

Per relative Abstand eines Punlies von einer Geraden wird also 
erhalten, indem man seine Koordinaten in die linke Seite der Hesse^ 
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schen X /■■ •• dcr Geraden statt der veranderliclten Koordinaten 

einseM. 

1st hiernacli die Gerade durch die Gleichung 

JBy C — 0 (3^ 

gegeben, so ist nacb den Ausfiihrungen in 175: 

~sgnCl/3'®+jBs* ^ ^ 

Nach dieser Vorschrift findet man den Abstand des Punktes 
J/o(3/5) Yon der Geraden 5a; •— 12y -|- 3 = 0; 

§ = lo — 60 + 3 4*2 

— 1/25 + 144 13 ' 

der durcb sein Vorzeicben anzeigt, dafi der Punkt auf der positiven 
Seite der Geraden liegt. Der Abstand des Ursprungs Yon clerselben 
Geraden ist 3 3 

® — y'25+T44 13 

und fOt notwendig negatiY ans, weil der Ursprung gemafi der ge- 
troffenen Vereinbarung beziiglicli jeder nicht durcb ibn gebenden Ge- 
raden auf der negatiYen Seite liegt. 

181. Dreiecksflache. Erteilt man den Eckpunkten eines Dreiecks 
eine bestimmte zykliscbe Ordnung, so gibt man damit seinem Um- 
fang eine bestimmte Umlaufsricbtung und macht so die Dreiecksflache 
zu einer relativen GroBe. Sie soli positiY sein, wenn der Umlanfs- 
sinn mit dem positiven Drebungssinn der Ebene Y. 
iibereinstimmt (163), im anderen Falle negativ. 

Betracbtet man zunachsteinDreieck Oiliiilfg, 3/ 

Pig. 71, dessen eine Eck^ im Drsprung liegt, so 

wird seine Flacbe positiv ansfallen, wenn der Sinn Y 

der Strecke njit dem positiven Sinn der ^ 

dnrcb die Punkte M^, bestimmten Geraden ^ 

iibereinstimmt, im andern Falle negativ. 

Die absolute GroBe der Strecke ergibt sicb als Hypote- 

nuse eines Dreiecks, dessen Katbeten die absoluten Koordinatendiffe- 
renzen ibrer Endpunkte sind; ibre relative Lange ist biernach 

= s' y(®i — -t- ivi - Vif, (1^ 

Da die Gleicbung der durcb und laufenden Geraden nacb 
178, (2) in der Form 

(2/1 - 2/2) a; — {x^ -x^)y + — x^y^ = 0 

gescbrieben werden kann, so ist auf Grund der SchluBbemerkung in 
180 die absolute Lange des vom Ursprung zu ihr gefallten Per- 
pendikels 

= £ = sgii(a;i2^2-,a:,!/i). (2' 
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Daraus berechiiet sicli die relative GrroBe des Dreieeksialialtes 

Siad aua )\:<p.2 die Polarkoordinatea voa Jfj, ia bezag 

auf OX, so folgt aus 

cos^Pi=;f^, siagji=^^ 


daB 


X V 

cos 9., = ;% sin 92 = ^ , 
/ 2 '2 


sin (9:2 — 9^1) == ■ 

• 1 ' 3 

uad weil die Puakte an die Gerade gebuaden sind, so ist ^3 — 9i | < a;, 
folglicb 

sgn (9:3 -(pi) = sgn sin = sgn (x^ - x^ y^), 

und da naeli den getroffenen Vereinbarungen 

sgn (^2 ^1) = -^1 -^2? 

so ist £' == folglicli 

= 2 («i ya - yi) = ^ / ( 3 ) 


Diese Formel gibt also den relativen Inhalt des Dreiecks OM^M^ 
entsprechend den iiber den Umlaufssinn getro£fenen Festsetzungen. 

Um den relativen Inhalt eines Dreiecks in allgem einer 

Lage zu bestimmen, braucht man sich nur zu denken^ das Koordinaten- 
system sei durch Translation nach dem Anfangspnnkt verschoben 
worden ( 168 ); dann sind — — ^2 ^3 / 2/2 ^/s Koordi- 

naten der Puukte im neuen System, auf das die Formel ( 3 ) 

zur Anwendung gebracht werden kann; demnach ist nun 

-h) {y- - ys) - («2 - »s) (yi - yo) j 


_1_ Vi 2/3 

2 x^^ — x^ Ik — Vi 


- ^8 yi - ya 1 
2 ^'3 — ^8 ya - ys 1 
^8— *8 y»-y% 1 


>iyi 1 
= I ajj 7/3 1 , • \-k) 

^3 y a 1 ‘ 


Die geometrische Tatsache, daB bei zyJdischer Vertauschung der 
Buchstaben M^, der IJmlaufssinn des Dreiecks sich nicht 
andert, hat ihr arithmetisches Aquivalen darin, daJB die letztangeschriebene 
Determinante bei zyklischer Vertauschung der Zeilen ihr Zeichen nicht 
andert; wohl aber andert sie es bei Vertauschung zweier Zeilen, es 
kehrt sich aber auch der Umlaufssinn des Dreiecks um, wenn man 
zwei der Buchstaben miteinander vertauscht. 
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Das Verschwinden der Determinante in (4) zeigt an, dafi die 
drei Punkte J/ 2 , ilfg in einer Geraden liegen; denn nur dann 
wird </ = 0. 

Haben -3/^, beispielsweise die Koordinaten — 1 ^4, 3/2, 

1 / — 6, so ist 




1 

2 


1 4 1 
3 2 1 
1~6 1 


- 1 4 1 

I 4 -2 0 =1(4 -40) = -18; 

2 - 10 0 


der Umfang von Jiolig kat sonacii den negativen Umlanfssinn und 
die absolute Grofie betragt 18 Flaelieneinlieiten. 

182. Schaittpunkt zweier Greraden. Jedes Wertepaar x, ij, 
das die Gleichungen zweier Geraden: 

jLx -p 4“ G = 0 ^1 ) 

A'x + Bij + G'^0 (2) 

zugleicb. erfuUt, geliort einem beiden Geraden gemeinsamen Punkte an. 

Die Gleichungen geben aber eine Bestimmung fiir y nur dann, 
wenn (118) 

+ 0 (3) 


ist, und zwar besteht dann: 


!£C ' 

! J!'<7 

BC 

— B'C 

1 


C'A 

jAB 

~ AF 

— A'B’ 

y ~ AB 

”■ AB'- 

■A'B 

lA'B' 



A'B' 




(4) 


Man nennt den hierdurch bestimmten Punkt den SchniUpiinkt der 
beiden Geraden (1) und (2). 

Ist hingegen AB' — A B ^ 0, d. h. 


A _ B' 
A B ' 


( 5 ) 


wahrend einer der Zahler in (4) oder beide nicht Null sind, so kann 
den Gleichungen (1), (2) durch kein endliches Wertepaar x, y geniigt 
werden. Man behalt die vOrige Ausdrucksweise bei, sagt, die beiden 
Geraden haben einen unendlich fernen SchniUpunld und bezeichnet sie 
als ])arallel. Demnach ist (5) die Bedingung fiir den Pardllelismus 
von (1) und (2). 

Wenn schlieBlich neben 

AB-AB=-0 


auch 


BC'-B'G^O 


ist, so ist auch GA' — G'A == 0- denn aus den beiden letzten Glei- 
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ehuMen folstt ABJB'C'^ A'BB'C, woraus tatsachlicli AG' — A' C 0 


heryorgeht. Die Folge dayon ist, daB 


daB also die Gleiehung (2) sich von (1) nur durch den konstanten 
Faktor A* nntersclieidetj indem statt ikr 

Jc [ Ax -f- By -p 0} == 0 

geschrieben werden kann. Der Fall TaBt dann die Auffassung zu, daB 
beide Gleicbungen eine nnd dieselbe Gerade darstellen, oder zwei 
yereinigt liegende Gerade^ so daB jeder Punkt der einen zugleicb ein 
Punkt der andern ist. 

183. DreiseitfLache. Die Bestimmung der relatiyen Flache eines 
yon drei Geraden g^: 

+ B^y + = 0 

A^x + B^y + 6 ^ ~ ® ( 1 ) 

A^x + B^y 4 - (73 = 0 

begrenzten Dreiecks ist mit Hilfe der vorigen Aufgabe auf den Fall 181 
zuruckfubrbai*. Bezeichnet man die Schnittpnnkte der Geradenpaare 
9i9% folgeweise mit Jf^, ilfg, Afg, ihre Koordinaten mit 
ergibt sick fur diese mit Hilfe der TJnter- 

defcerminanten yon 

:a,b,c, 

= (2) 

ziifolge 118, (4) die folgende Darstellung: 


Mi thin ist der relative, von der Ordnung der Geraden und bier- 
mit von dem Umlaufssinn abhangige Placbe des Dreiecks: 

& 1 1 

T 1 ^3 Ps -j I 1 ' yC? D' yO\ 

«s ft 1 i ' “sftys 


“2 ft 1 


SriT.'/s 


2ri-/3'/3 


_Pb 2^ 
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Das Verschwinden der Determinant e D zeigt an, daB die drei 
Geraden (1) dnrch. einen Punkt gehen: denn nur in dieseni Palle ist 
die von ihnen nmschlossene Plache Null. 

184. Winkel zweier G-eradeu. Von dem Winkel zweier 
Geraden kann in bestimniter Weise nur dann gesprochen werden^ 
wenn sie gerichtet sind und ihre Reihenfolge festgesetzt ist. Sind 
g^ zwei gerichtete Gerade, gi, gi die gleich gerichteten Parallel- 
strahlen durch. 0, ihre Richtungs winkel, so soil der Winkel co 

von g^ und g^ definiert werden durch: 

CD = 6:2 — 

Sind die Geraden nicht gerichtet, und ist ihre Ordnung nicht fest- 
gesetzt, so bestimmen sie zwei absolute WinkelgroBen, die sich zu 
180^ erganzen, und eine davon ist durch den Winkel der positiven 
Normalen gegeben; es ist diejenige, in deren Winkelflache der Ur- 
sprung nicht enthalten ist. Nennt man die Richtungs winkel der Nor- 
malen a{, aij so ist, vom Vorzeichen abgesehen, 

cd ' — £^2 — ai ( 2 ) 

einer der Winkel der Geraden. 

Hat man die Hesseschen Normalgleichungen der Geraden, so 
enthalten sie unmittelbar die Daten zur Berechnung von 


cos cd' = cos ao cos ai -j- sin ao sin cci, (3) 

sin co' = sin ai cos al — cos sin cci, (4) 

Sind die Geraden in der allgemeinen Form 

A,x + B,y + G,^0 (5) 

-f- Bt^y -{- Cg = 0 (^ 6 1 


gegeben, so setze man sie nach der in 176 entwickelten Kegel in die 
Hessesche Normalform um und erhalt dann nach Vorschrift von (3) 
und (4) 


/ -d., do -j- 5, J5o 

cos (0 ^ ^ 

sgn + JBDUI + JS|) ’ 

(<) 

r A^B^ — A^ B, 

Sin CD = — , 

sgn Cl Cs ^ SI) 

(3) 


Die beiden Geraden (5), (6) stehen aufeinander senJcrechtj wenn 
cos co' = 0, wenn also 

A,M + B,B,^Q, (9) 

und sie sind zueinander wenn sin co' = 0, d. h. wenn 

A B,' 


( 10 ) 
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Ftir die Geraden 

— 4 ^ - 8 = 0 
+ 12^ + 4 = 0 

ergibt sich beispielsweise 

f 15 — 48 33 . / 36 — j” 20 oO 

cosco sinco 

wodurcli der Winkel als negative!* spitzer Winkel gekeiin- 

zeichnet ist; der absoluten GroBe nack bestimmen die Geraden die 
Winkel 59^^29' 23" und 1200 30^37". 

Die Geraden 

2a:— 3^ — 5 = 0 
— 4a; + 6^ + 7 = 0 

sind parallel, weil ihre Gleichungen die Bedingung (10 1 erfiillen, nnd 
die Geraden 

3a: + 4?/ — 2 = 0 
8a: — 6^/ + 3 = 0 

steken aufeinander senki-eckt, weil sie der Bedingnng (9) geniigen. 

185. G-eradeubuschel, bestimmt durch zwei G'erade. Zwei 
Gerade g, 2 , die dnrck die Gleickungen 

g^ = A^x + B^y+C^^0 ( 1 ) 

g^ = A^x + J?22/ r <^2 = 0 >'2) 

gegeben sein mogen, bestimmen den Geradenbiisckel, der ikren Scknitt- 
pnnkt zum Trager kat. AUe Geraden dieses Biisckels sind in der 
Gleiehung 

9i — ^92 == + Ay + A — + Ay + A) = o (3) 

entkalten, in der I einen wiUktirlicken Parameter bedeutet; denn diese 
Gleickung steUt bei angenommenem I eine Gerade g^ dar, weil sie in 
X, y Yom ersten Grade ist, nnd da sie ferner dnrck jenes Wertepaar 
X, y befriedigt wird, das den Gleicknngen (1) nnd (2) zngleick ge- 
niigt, so gekt g-, dnrck den Scknittpnnkt von g^ nnd g^. 

Bei der kier eingefiikrten Sckreibweise dienen die Bnckstaben 
znr Bezeicknnng der Gleicknngspolynome A^x B^y 
A 2 X + B 2 y -j- Cg; die drei Geraden g^^y g^, g^ knrz dar- 

stellen kann dnrck die sjmboliscken Gleickungen^): 

9i.^% = % 91 — ^9^’=^- 

1) Die abgekiirzte Scbreibweise der GleicliuDgen ist zu einer wichtigen 
Metbode der analytiscben Geometrie geworden; wiewobl in ibren AnfUngen auf 
franzSsiscbe Geometer zuruckgebend, bat sie ibre Ausbildung docli erst durcb 
J. Pliicker erbalten. 
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Multipliziert man die erste Gleichung luit — 1, die zweite mit 
A, so geben alle drei znr Summe eine identische Gleiehnng. Diese 
Bemerkiiiig kann dahin verallgemeinert werden, dafi drei Gerade 
9^7 9z) deren Gleichungen sich Multiplikatoren 9b bestimmen 

lassen derart, da6 

9 i 9 i + 9292 + 9 b 9 b = 


ist; durcb einen Punkt gelien; denn aus dieser Relation folgt 


y'l 

9 b 9 i if 92 ? 


somit ist ^3 = 0 gleicbbedeutend mit — g^ + 9^ = 0 oder = 0^ 

wenn - = — A gesetzt wird; das beiJBt aber, daB go^ dem Biiscbel der 
Geraden g^, g^ angebort. 

Aus dem Biiscbel (3) ■wird eine einzelne Gerade durcb Speziali- 
sierung des Parameters A berausgeboben: so ergibt sich mit A =» 0 
die Gerade g-^ = 0, mit A = oo die Gerade g., = 0, wie man erkennty 

wenn man (3) Yorber auf die Form y g^ — r/g = 0 gebracbt bat. Ist 

der Biiscbelgeraden eine Bedingung auferlegt, so bestimmt sicb durcb 
diese das A. Zwei Falle mogen besonders angefiibrt werden. 

Um jene Gerade des Biischels (3) zu finden; die der Geraden 

A'x + B'y+C'^0 (4> 


parallel ist, bringe man (3) in die Form 

{A^ — kA^)x + (5i — l£2)y + (Q -- = 0 

iind wende die Bedingung 184 , (10) an; sie lautet 
A\B, - XBf) - B'(A, - A Jg) = 0 

A'Bi—B'A, 


A = 


A'B. — B'A. 


und ergibt ■ 
so daB 

(AB,-B'A,)(A,cc+B,y+C,)^(A'B,-BA,)(A,^+B,g + Q^0 (5> 

die Gleicbung der gesucbten Geraden ist. 

Sou diejenige Gerade des Biischels bestimmt werden, die zur 
Geraden (4) senkrecbt ist, so bat man in Anwendung der Bedingung^ 
184=, (9): 


woraus 
mithin ist 


A'A, + B'JBi 
^ A' A +~B ' A ’ 


(A'A, + C,)-(A'A,+B'B,XA^+B,t/+C , )=0 (&) 

die Gleicbung der verlangten Geraden. 
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186. Teilimgsverlialtnis im Oeradenbiischel. Die beiden 
Geraden fu, Fig. welclie das Strablenbiiscliel bestimmen, seien 



in der 174 festgesetzten Art gericbtet und 
durcb ilire Hesseschen Normalgleichungen 

= X cos c'^ + y sin = 0 (1) 

^2 = X cos fcg + y sin = 0 ( 2 ; 

gegeben. Sie zerlegen die Ebene in vier Felder, 
die sich in zweiPaare gegeniiberliegender sondern; 
geht keine der Geraden durcb den Drsprung, so 
lassen sicb die Paare derart voneinander unter- 


scbeiden, dafi man das den Ursprang entbaltende als in)2eye Winlceh 
fllkhe, das andere als aniiere Winlcelfldche der beiden Geraden bezeicbnet. 


Es sei nun 


9 ) = 6^1 — ^^2 = C ) 


( 3 ) 


eine bestimmte Gerade des Biiscbels und M{xjy) ein Punkt derselben; 
dann haben die Ausdriicke niit diesen Koordinaten gebildet, die 

Bedeutung der Abstande dg des Punktes M von den beiden Grund- 
geraden; fiir diese Abstande bestebt somit die Gleicbung: 

- XS,^ « 0 , 

aus der sicb 

; =* === 

ergibt. 

Bei der vorausgesetzten Darstellung der Geraden bedeutet also 
der Parameter A das Abstandsverbaltnis eines beliebigen Punktes der 
f/; yon den beiden Grundgeraden, zugleich das Sinusverb’dltnis der 
"V\Ankel, in welcbe g^) durcb g^ geteilt wird. Man bezeicbnet 
dieses letztere Verbaltnis als das Teilungsverhdltnis der Geraden g^ in 
bezug auf g^, g^‘ es ist positiv in der inneren Winkelflacbe, negativ 
in der auBeren, weil im ersten Falle dg entweder beide positiv 
Oder beide negativ sind, wabrend sie im zweiten Falle ungleicbe 
Zeichen baben; unabbangig ist das Teilungsverbaltnis von der Reihen- 
folge der Grundgeraden. 

Fiir die Halbierungslinie der inneren Winkelflacbe ist A = 1 , fiir 
jene der auBeren Winkelflacbe = — 15 biernacb sind 


5^1 + = 0 


( 5 ) 


die Grleichungen dieser Halbierungslinien. 

Sind ff', g" zwei Gerade des Baschels, so nennt man den Quo- 
tienteu ihrer Teilungsyerhaltnisse ihr LoppelverMUnis in bezug auf 


sm(gig') sin(giff ") ^ I' 
sm{g'g^)-sm(g"g^) I" 


( 6 ) 



Teilungsverhaitnis iin Geradenbiischel. Harmoniscbe Strahlen. 273 


DiesGS DoppelvGrlialtnis ist positiv, wenn beide Grerade derselbeii 
Winkelflacb-G angelioreii, und negativ, wenn sie in verschiedenen 
Winkelflacben verlaufen; fur das Doppelverbaltnis kommt es anf den 
Sinn der Grundgeraden nickt an. 
h. Ist das DoppelverMltnis insbesondere = — 1, 
so nennt man die Teilung harmoniscli, die Tier 
Geraden g', g" harynonische Strahlen, 

Um zu g' den vierten barmoniscben Strahl 
g" zu konstruieren, mache man, Fig. 73, einen 
Punkt 31 Ton g' zum Eckpunkt eines Parallelo- 
gi'amms 3£N^SN^, dessen Seiten die Ricbtungen 
9v 9% l^aben; dann ist g'' parallel der Dia- 
gonale denn die Diagonalen eines Parallelogramms teilen dessen 

Winkel in gleichem absoluten Sinnsverhaltnis. 

Es bleibt nocli festzus teilen, welcbe Bedeutung dem Parameter g, 
zukommt, wenn man den Geradenbiisehel durcb die Gleichung 

9i - m = 0; ( ') 



die Grundgeraden aber durcb die Gleicbungen 

-f + Ci = 0, 

= A^x + B^y + = 0 


( 8 ) 

(9) 


darstelit, 

Setzt man in die Hessescbe Normalform um, so scbreibt sich (7): 


gi _ sgn03t/2i + .B| gj 

sgn Cl + Bf 8gu Cl + JSf sgn Bl 


und es vertritt nun 


sgnay.4j-J^ 

^agnOiVlf-HBI 


das friiliere X- infolgedessen ist 


agnCiy^t+Bf ^ 
sgnCiy^l + BI 


( 10 ) 


187. Beispiele. 1. Ordnet man das Dreiseit gig^gsj dessen 
Ecken mit A^, A^, A^ bezeicbnet werden mogen, so an, daB der Ur- 
sprung im Innern der Dreiecksflacbe liegt, so scbreiben sicb die 
Halbierungslinien der Innenwinkel in Hessescber !N*ormalform: 

5^2 — ^8 “ 9 
9s <■> 

01-92 = 0 ; 

da die Summe dieser Gleichimgen eine Identitat ergibt, so scbneiden 
sicb die genannten Halbierungslinien in einem Punkte (Mittelpunkt 
des eingescbriebenen Kreises). 

OzuTber, Holiere Mathematik. 
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2. Die Halbierungslinien des Innenwinkels bei und der AuBen- 
winkel an den beiden andern Ecken sind dnrcb die Gleichungen 

Ik 

+ 5^1 = 0 

i/i + 5^2 = 0 

dargestellt, deren Summe, nacMem man die dritte mit — 1 multi- 
pliziert bat, 0 = 0 ergibt, Es scbneiden sicb also die Halbierungs- 
linie eines Innenwinkels und die Halbierungslinien der beiden nicbt an- 
liegenden AuBenwinkel in einem Punkte (Mittelpunkte der ange- 
scbriebenen Kreise). 

3. Xennt man die Kosinus der inneren Winkel bei Ag, A^ 

der Keibe nach q, c., so sind die Teilungsverbaltnisse, 

1 5 Cl C.2 

nacb welcben die Winkel des Dreiseits dui*ch die Hohen geteilt werden; 
folglicb sind die Hoben durcb die Gleicbungen 

^ 0 

<^i9s - Ci(/i = 0 

bestimmt; multipliziert man diese mit Cg, und bildet hierauf die 
Summe, so entstebt 0=0, womit erwiesen ist, daB sicb die Hoben 
in einem Punkt scbneiden. 

4. Bezeicbnet man die den Eckpunkten A^, A^, A^ gegenuber- 
liegenden Seiten mit a^, so geboren zu den Mittellinien des 

Dreiecks in bezug auf die Winkel die Teilungsverbaltnisse 

diese Bemerkung fiibrt zu dem Hacbweis, daB sicb die drei Mittel- 
linien in einem Punkte scbneiden. 

5. In bezug auf die Geraden 

— Sy -f 3 = 0 
3a: -p 4^/ — 5 = 0 
hat die ibrem Biiscbel angeborende Gerade 

Brr — 82 / + 3 + 3a: + 4?/ — 5 = 0, 
d. i. 9a: — 42/ — 2 = 0 das Teilungsyerhaltnis 
^ ^ T/3^4^ ^ £ 

— “ 2 ^ 

aus dessen Vorzeicben zu erkennen ist, daB sie in der inneren Winkel- 
fliiche liegt. 
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§ 5. Der Kreis 


188. Gleichung des Ereises in rechtwinkligen Eoordi- 
naten. Driickt man die geometrische Tatsaclie, dafi ein beliebigei 
Punkt M(xly) des Kreises Tom Mittelpnnkt Sl^ajh) die Entfernung 
r bat, analytiscb aus, so ergibt sick die Grleicbung des Kreises. die 
in rationaler Form lautet: 

(x — a)“ + (y — by = rl d] 

An der entwickelten Form 


^2 — 2hy + a- -|- Z>- — = 0 (2] 

bemerkt man, wenn man sie mit der allgeyneinen Gleiclmny Mveiten 

Ax- + 2Bxy + Ct/ + 2Bx + 2Ey + F^0 (3; 


Grades: 


vergleicbt, das Fehlen des Gliedes mit xy und die Gleicbheit dei 

Koeffizienten von x-, so da6 man die Kreisgleicbung iinter die all- 

gemeine Form o , 2 n , o-n i n-r. , -r. a /a 

® A{x^ + y^) + 2Dx + 2Ey + JP = U (4 

stellen kann. Mit (2) verglicben fiibrt dies zu 


2D . 


2E 

A 




F 
A ' 


+ j-2 « ^2^ 


worans sicb 




D 

A^ 


b 


JE _ yi)^- + E^-—AF 
A’ A 


(P] 


ergibt. 

Setzt man die Koeffizienten in (4) als i-eeU und A=^0 voraus 
so sind die Koordinaten von reeE und endlicb^ bingegen fallt r nui 
dann reell aus, wenn 

D^ + E^-AF^O-, 


tritt das Gleicbbeitszeicben in Kraft, so wird r = 0; beii)-+ E^ — AF<CQ 
gibt es also keinen reellen Punkt, der der Gleicbung (4) geniigt. 

Um eine einheitlicbe Ausdrucksweise zu haben, sagt man xmtei 
alien TJmstanden, die Gleicbung (4) stelle einen Kreis dar, der reell 
ein Nullkreis oder imagiiiar sein kann. 

189, G-leichuug des Ereises in schiefwinkligen Ecordi* 
nateu. Bezeichnet 6 den Koordinatenwinkel, so erbalt die geometrisebe 
Grundeigensebaft des ICreises den analytiseben Ausdruck 

(x — ay + (y — by + 2(x — a)(y — b) cos 6 = r^. (1' 

Die entwickelte Form 

-A 2xy oos6 + y^ — 2(a 4- b GOsd)x — 2(b + a cos 0)2/ 

+ + b- + 2ab Gos 6 — r^ = 0 (2' 

IS'' 
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fallt unter den Typus: 

A(x- + if) + 2Bccij + 2I)x -f- 2Ey + F | 1 > .B , 

und zwBjc ist p 

f = cos ^ 

A 

— (a + cos d) 

E 

+ a cos 6 ) 

J = a- + ?»“ + cos 0 — : 

aus diesen Gleichungen ergeben sich cos 0 , a, r als Funktionen der 
Koeffizienten. 

Der bezeichnende Unterscbied gegentiber der Gleicbung in recht- 
winkligen Koordinaten ist das Anftreten eines Gliedes mit xy. 

2 A 190. * Polargleichuug des Kreises. Be- 

zeichnet man die Koordinaten des Mittelpunktes 
/ \si j mit d, den Radius mit a, Fig. 74, so scbreibt 

J sicb die Gleicbung des Kreises; 

- cos ((jp — y) =: ( 1 ) 

Gebt insbesondere der Kreis durcb den Pol, 
so ist c == a, und die Gleicbung vereinfacbt sich dann auf 

r- — 2ar cos(g? — 7 ) = 0 , 

und dies bat aufier der von 9 : unabbangigen Wurzel r = 0 nocb die 

r ^ 2a cos {cp — y). ( 2 ) 

^ ^ \ ^ Liegt der Mittelpunkt des Kreises im 

T\ y^j c= 0 , und die Kreisgleicbung er- 

V \^Y / ’• \ langt die einfacbst moglicbe Form r^a 

W (157). 

\\ / Von der Gleicbungsform ( 2 ) kann, um 

\\ ein Beispiel zu geben, bei Losung der 

folgenden Aufgabe Gebraucb gemacbt werden ; 
Pig, 76. Durcb den einen Scbnittpunkt 0 zweier 

Kreise Fig, 75, eine Gerade zu fubi’en, auf der die beiden 

Kreise gleicbe Sebnen abscbneiden. Wablt man namlicb 0 als Pol 
und einen beliebigen von 0 auslaufenden Strabl als Polaracbse, so 
baben die Kreise Gleicbungen der Gestalt 

r = 2a cos (<p — y)^ 

r == 2a' C 08 (g:^y'). 
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1 st 93 die ■anbekaiinte Amplitude der eineii Sehne^ so ist (p + die 

Amplitude der andern; man hat also zur Bestimmung you cp die 

Gleichung: , \ , / / / 

® a cos (9? — * 7) + a cos i q) — y ) = 0 , 

die sich umformen laBt in 

(a cos y a' cos y') cos q) + {a sin y -{■ a' y ) sin 9 = 0, 


woraus 


tg 9 = - 


a cosy 4" cosy' 

a siny + a siny' 


Es sind aber a cos a siny, a' cosy /a' siny' die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten der Mittelpunkte folglich a cos y + a' cos y /a sin y 

+ a' siny' 4ie Koordinaten der yierten Ecke P des aus OSl, OSl' 
konstruierten Parallelogramms; die gesuclite Gerade stebt also senk- 
recht zu OP. 

191, Kreis durch drei Funkte. Die Gleichung des Kreises 
in reehtwinkligen Koordinaten enthalt yier Koeffizienteu, daher, da 
sich einer day on durch Diyision beseitigen laBt, drei Konstanten. 
Folglich bestimmen im allgemeinen drei Bedingungen einen Kreis. 
Der nilchstliegende Pall ist der, ihn durch drei gegebene Punkte zu 
fuhren. 

Sind Mi(xJ yi){i = 1, 2, 3) diese Punkte, so sind die Koeffizienteu 
in der Gleichung 

+ y^) + ^Bx + 2JEy + P = 0 (1) 

so zu bestimmen, daB die Gleichungen 

A{xl + 2 / 1 ) + SPiTi + 2JEy^ +F=0 

A{x% + y\) + 2Bx^ -p 2 Pj/2 + P = 0 (2) 

A(xl + yl) + 2Bx^ + 2Ey^ + P = 0 

bestehen konnen. Dm'ch diese Gleichungen sind die Yerhaltnisse von 
A, D, E, F bestimmt, und dies reicht aus, um die Gleichung (1) her- 
zustellen. SchlieBlich kommt es also auf die Elimination der Koeffi- 
zienten zwischen den yier Gleichungen (1), (2) an, und ihr Resultat 
( 121 ) ist die Kreisgleichung: 

\ x^ + y"^ X y 1 I 

I a?! + 2/? Vi 1 o 

I ^2 + 2/2 ^2^2 2/2 1 

1 + yl 2/3 ^ 

Um sie in die Form (1) zu bringen, hat man die Determinante 
nach den Elementen der ersten Zeile zu entwickeln; nur wenn dei 
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Koeffizieiit vou a- -f y- nicht XuU ist, stellt die Gleichung euieu 
eigentlichen Kreis dar, also uur dann. ■\renn 

1 

i/i 1 +0, 

!L 1 

d. h. wenn die drei Punkte nicht in einer Geraden liegen (181). 
Ini andem FaHe wird die entiriekelte Gleichung Tom ersten Grade, 
stellt also eine Gerade dar. Aufier den Punkten dieser Geraden ge- 
nugen ihr unendlieh feme Punkte der Ebene, deren Ori man als un- 
etidlkh feme Gerade der Ebene erklart. 

Beispielsweise hat der durch die Punkte ( — 2 /' 3 ), (1 / 4 ), ' 0) 

gehende Kreis die Gleichung 
; a:- -r y' os y 1 

I 1 s\ _ 9 ‘A 1 

IT 14 1 ^ ^ 

0 (.1 0 1 


seine Parameter sind also a = o P 

192. Der Kreis uud die Gerade. Ein Kreis Z; und eine Ge- 
rade g seien dnrch die Gleicliungeii 


I ^ (:c ~ af + {y - hf - == 0 

if = y — X — n^O 


(1) 

( 2 ) 


gegeben. 

Nacb dem Satze von Bezout (132) haben eine Gleichung zweiteu 
und eine ersten Grades zwei gemeinsame Losungen, die gemeinsamen 
Punkten beider Linien entsprecben. Kreis und Gerade haben also, 
allgemein gesproehen, zwei Punkte miteinander gemein. Die Natur 
der Losungen und dieser Punkte hangt von den Gleichungskoeffi- 
zienten ab. 

Eliminiert man y, so entsteht die Gleichung: 


(x — a)- -f Qnx -f w — by — r- = 0, 


die nach x geordnet lautet: 

(1 + m^)x- + — &) — ajx + — by — r- = 0; 

fiber die Natur ihrer Wurzeln entscheidet die Diskiiminante (133) 

D == [m(n — &) — dy >— (1 + 7n^)[a“ + ( 7 ?. — 6)- — r^] 

= (1 + — Q)--7na — 7 ^)^; 

ist D positiv, also 

' I — ma — 71 

'> ■’ 
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so sind die Wurzeln reell und verscliieden; hingegeii reell und gleich, 
werui r = I 6 |j endlicli imaginar, wenn >' < ! d ; dabei bedeutet (ISO) 
d den Abstand des Kreismittelpimktes von der Geraden. 

In dem mittleren der drei unterschiedenen Falle bat die Gerade 
mit dem Kreise zwei vereinigt liegende Punkte gemein, man sagt dann, 
sie leruhre oder tangiere den Kreis*, die Bedingung dafilr drtlckt sicb 
also in dem Ansatze aus: 


(1 -|- ^ (b ^ ma — ny. (3 ; 

193. Die uueudlicli fernen imagiuaren Kreispimkte. 1st 

Mixjy) ein Scbnittpunkt der Geraden g mit dem Kreise /.*, wobei^ 
wie im vorigen Ai*tikel, die beiden Linien dnrcb 

l^(jc-ay + {j,^iy~r^^^O ( 1 ) 

g ^ }J ^ mx — >2, = 0 (2) 

gegeben sein soUen, so ist ™ der Ricbtungskoeffizient des nacb 

ibm gefiibrten Halbmessers; fiigt man also zu den Gleichungen (1), 
(2) nocb die dritte 

y — h — (i(a: *— a) = 0 (3) 


und eliminiert aus alien drei Gleichungen x — a und y ’—h, so ent- 

steht eine Gleichung zwischen den Parametern von g und A' und dem 

Richtungskoeffizienten g. Zu ibrer Ableitung bringe man (2) auf 

die Form , i, a /oa 

y — 0 — m [x — a) + & — ma — = 0 (2*^ } 

und berecbne aus (3) und (2*) 


h — ma— n 
X — a , 




— ma — n) 


7)1 — ft ^ r ))i — fi ^ 

die Einsetzung dieser Werte in (l) liefei-t die erwahnte Gleichung: 
2 )}ir^ , (& — ma — n)^ — ni^r- 


+ 


(fi — 771 a — n )^ — r 


— 7-2 (h — — 


(fi — ma — 7i)^ — r- 


= 0 ; 


ihre Wurzeln bestimmen die Richtungskoeffizienten der nach den 
Schnittpunkten von g mit h laufenden Kreisradien. 

Nun ist aber ( 133 ) 




(fi — 711 a — n)- 


das Quadrat der Entfernung des Kreismittelpimktes von g\ fiihrt man 
diese GroBe in die vorige Gleichung ein, so lautet diese: 


9 , , 

(1 + S'^'— 


(1 -f- nt^j S- — m^r‘ ^ 




Wachst d ins Unendliclie. so konvergiert der Koeffizient von ft 
gegen Null, das absolute Glied gegen 1; folglich bestimmen sicb die 
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Kielitiingskoeffizienten derjenigen Radien, die nach den (imaginaren) 
Schnittpunkten von Ic mit der unendlick femen Geraden der Ebene 
laufen, aus der Gleichung 

+ 1 — 0; (5) 

sind also selbst iniaginar und imdbhdngig von den Parametern des 
Kreises. Darin liegt der analytische Grund fiir die Aussage, da^ ciTle 
Krelse der Elene diirch zwei feste Punlde, die unendlicli fernen imagi- 
nliren Kreispiuikte, gelmi^ 

194. Tangentenprobleme. Die Differentialrechnnng lost die 
Aufgabe, an eine Knrve in einem ihrer Punkte die Tangente zu legen, 
fiir alle analytisch dargestellten Linien in einheitlicher Weise; denn 
nnter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten ist der Richtungs- 
koeffizient der Tangente durch den Differentialqnotienten y' von y 
nach a’ an der betreffenden Stelle 21(cc\y) bestimmt (56). HeiJBen 
also die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Tangente so ist 


(i) 

deren Gleichung. 

Dber die Bestimmung von y' ist nichts weiter zu bemerken^ 
wenn die Gleichung der Kurve in der Gestalt 

y = /■(«) ( 2 ) 


gegeben ist oder leicht auf diese Form gebracht werden kann. 

Hat sie hingegen die Gestalt 

f(x,y) = 0, (3) 

dann fiihrt folgende Betrachtung zum Ziele. Nimnit man auf der 
Linie neben M noch einen zweiten Punkt 31' (x + h ' y + "k) an, so 

f{x hy y + == 0 

f(x + h,ij + Jc) — f(x, y) = 0, 

woftir in erweiterter Form 


besteht auch 
und somit weiter 


f(x + h,y + k) — f(x, y+lc) + f\x, y -f k) — f{x, y)^0 
geschrieben werden kann. Nach dem Mittelwertsatz 73 ist 

f{x + 7^, y -f Ti) ~ f{x, y + ft) = lf'^{x + 61i, y + k), 0 < 0 < 1, 
f{x, 2/ + ft) - f{x, y) = kf'yix, 2/ -h 01 ft); 0 < 0^ < 1 , 

wobei fx, f'y Zeichen fiir die partiellen Ableitungen von f[x^y) nach 
X, bzw. nach y sind (55)*, infolgedessen verwandelt sich die obige 
Gleichung nach Division durch li in die folgende: 

n{x+ eh, y+]c)+f;(x,y + e,k)^ = O; 
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indem nun h der Greuze Null znstrebt, wird auch Jc unendlicli klein^ 
und sind ilberdies fx, fy stetige Funktionen der beiden Argumente 
so lautet die letzte Gleicliung an der Grenze 


woraus sich 




y — 




('4) 

(5) 


ergibt. Durch Einsetzung dieses Ausdruckes in (1) erhalt man nun 

(i-^)/’; + (r/-i/)/; = o (6> 

als Gleichnng der Tangente. 

Diese allgemeinen Ergebnisse soUen nun auf den Kreis angewendet 
werden. 

I. An den Kreis 

2 /) = (a? — af + (y — -r^ = 0 (1) 

ini Punkte M{xjij) die Tangente zu legen. 

Gegenwartig ist 

f^ = 2ix-a), f,j = 2{y-l), 

folglicb 

{x — a){^ — cc)^{y- b)(7j — y) = 0 


die Tangentengleicbung. Man kann ihr tibersichtlichere Gestalt geben^ 
indem man fiir ^ — x, 7j — y scbreibt ^ — a — x — 7} — b y — b 

und die Multiplikationen ausfubrtj mit Riicksicbt auf (1) ergibt sicb 
dann 

(x - a)(| - ffl) + (y - i)(y - V) = r® (2) 

als Gleicbung der Tangente. 

Zur Mittelpnnktsgleicbung des Kreises: 

+ 2/^ = r- (3) 

gebort also die Tangentengleicbung 

xi+yn = r®; (4) 

der nacb dem Berubrungspunkte gezogene Radius bat in diesem Falle 
die Gleicbung 

yl-xri^ Q, 

woraus nacb 184 , (9) zu erkennen ist, daB er auf der Tangente senk- 
recbt stebt. 

Beispiel. An den Kreis {x — 3)^ + (2/ — 6)^ == 25 in den Punkten, 
in welcben er die ^/-Acbse scbneidet, die Tangenten zu legen und ibren 
Scbnittpunkt zu bestimmen. 
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Diese Piiukte habeu a; = 0 unci die aus {y — 6)- = 16 resiil- 
tierenden Ordinaten == 10 und =- 2; die Taiigentengieichungen 
sind also: 

-3|+4);-40-0 

-~3g-4); +8 = 0: 

aus ihiien erhalt man durch Addition und Siibtraktion 



als Koordinaten des Scbnittpunktes. 

11. An den Kreis 

Ic = ^^2 + ^2 _ .,.2 _ 0 ( 1 ) 

durch den Punkt T{x^!y^ Tangenten zu ftihren. 

Bezeicbnet M{xly) den noch unbekannten Beriihrungspunkt einer 
solcben Tangente, so mnfi ihre Gleichung 

= r- (2) 

dnrch die Koordinaten von P befriedigt werden; man bat also ziir 
Bestimmung von x,y die beiden Gleicbungen: 

p = xx^ + yy^ - r- = 0, (3) 

+/ ~'r- = 0. (4) 

Die erste stellt eine Gerade p dar, die somit aus dem Kreise 7i 
die Beriibriingspunkte der moglicben Tangenten ausscbneidet; es konnen 
demnacb bei diesem Problem dieselben drei Falle eintreten, die in 192 
unterschieden vrorden sind. Die Gerade die bei reellen und ver- 
scbiedenen Tangenten die entbalt, bei reellen vereinigt 

liegenden Tangenten mit diesen selbst zusammenfallt, bei imagin'aren 
Tangenten aber an dem Kreise vorbeigebt und in alien Fallen auf 
dem durcb P laufenden Durcbmesser senkrecbt stebt, nennt man die 
Polare des Punktes P in bezug auf den Kreis /r, den Punkt P 
ibren Pol. 

Zur Koyistruldion der Beriibmngspunkte im ersten Falle ergibt 
sicb das bekannte Verfabren mittels der folgenden Betrachtung. Die 
Schnittpunkte von Ti und p geniigen aucb der Gleicbung 

1 - p ^ + %/ — xx^ - yy^^ O', 

diese aber stellt einen Kreis dar, dessen Parameter aus der umgeformteii 
Gleicbung 

( 5 ) 

unmittelbar abzulesen sind. Der Kreis (5) ist aus der Mitte von OP 
mit der H'alfte dieser Strecke als Radius beschrieben. 



T an gentenprobleme . 


283 


Beispiel. An den Kreis = 25 durch P(-~ 8 /6) die 

Tangenten zu legen und ihren Winkel zu bestimmen. 

Die Berlilirungspunkte ergeben sick ans dem Gleickungspaar 

— + 6^ = 25, 

+ 1/2 ^ 25: 

Elimination TOii y fiikrt zu der Gleichung 

+ 4.x — = 0 ^ 

derenWurzelna;=-~2j;:~^ ]/3sind; aus derersten derbeiden Gleickungen 

ergeben sick die zugekorigen Werte von y, namlick 2/ = -^±-1^3: 
mitkin lauten die Gleickungen der beiden Tangenten: 

(-2 + 1 ys) I + (I + 21/3) = 25, 

(-2-|y3)§ + (|-2l/3),? = 25. 

Der Winkel der auBeren Winkelfl'acke finclet sick mittels 

1 

COSCJ = — 

ist also 120®, der Winkel der inneren Winkelflacke, zugleick der- 
jeiiigen, die den Ereis entkalt, betr%t daker 60®. 
ni. An den Kreis 

— r- = 0 (1) 

sollen scklieBlick die zur Geraden 

g = — , (2) 

parallelen Tangenten gelegt werden. 

Ist Mixjy) der Beriilu-ungspankt einer solcken Tangente, 

30% + y^i = r- 


also ikre Gleickung, so erfordert der Parallelismus mit g, daB ( 184 , (10)) 


1 

y 


m j 

, Oder 

X ^ 


my + X = 0 


( 3 ) 


sei. Es bestimmen sick also die Bertiki'iingspunkte der gesuckten 
Tangenten aus dem Gleickungspaar (1), (3), dessen zweite Gleickung 
eine Gerade durck den XJrsprung darsteUt, die zu (2) senkreckt stekt. 
Geometriscli ergeben sick also die Berukrungspunkte als die End- 
punkte des zu g nornialen Ea*eisdurchmessers. 

Beispiel. Um an den Kreis x^ + y^ ^ 36 die gegen die positive 
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A’-Achse unter 30 ® geneigten Tangenten zu bestimmen, bat man die 
Gleicbungeii ^2 ^^2 _ 33 

y + xYS = 0 

aufzulosen; Elimination von y ergibt 

a;" = 9 : 


somit sind x = ±3 und y = + SYS die Koordinaten der beiden Be- 

riihrnngspunkte und 

® ^ j/3 = 12 

- I + vl/8 = 12 

die Tangentengleichungen. 

195. Poteuz eines Funktes in bezug auf einen Kreis. 

Bei der Hesseschen Normalgleicliung einer Geraden y) = x cosc^ 
+ ?/siiia — 2^ = 0 kommt dera Substitution sresul tat g{x^, eine geo- 
metriscbe Bedeutung zu: sein absoluter Wert bedeutet den Abstand 
des Punktes Fix^jy^ von der Geraden g, und sein Vorzeicben gibt 
Aufscblufi dariiber, auf welcber Seite der Geraden der Punkt liegt. 

Wir stellen nun die Frage, welcbe Bedeutung dena Substitutions- 
resultat y^ zukommt, wenn 

Hx, y) = {x- ay + (y — If - = 0 (1) 

die Gleichung eines Kreises im reclitwinkligen System ist. 

Da, mit bezug auf Fig. 76 , {x^ — a)^ + {y^ — 6)^ = so ist 

Z* ( x^ y y^) = Sh — r) (^P -j- 

yo) = PQ • PQ' == PR • PR'. (2) 


Das fur alle durch P gefubrten Sekanten gleiche Segmentprodukt 
PR • PR' nennt man die Potem des Punktes P in hezug auf den Kreis l\ 
Man hat also den Satz: Pas SubstitutionsresuUat 
^(^o?2/o) i^deutet die Potem des Punldes Pix^^y^) 
in lezug auf den Kreis Jc, 

Durch den Kreis wird die Ebene in zwei 
Gebiete geteilt; jenes Gebiet, das den Mittelpunkt 
^ enthalt, soil als das inn&^'e, das andere als das 
-*-jr dii^ere bezeichnet werden. 

Liegt P im auBeren Gebiet, wie in der 
die Streeken PR, PR' gleiche Richtung; ihr 
und gleich dem Quadrat der Tangentenstrecke 



Fig. 76. 

Figur, so haben 
Produkt ist positiv 
PT, also 




( 3 ) 


Gehort P dem inneren Gebiet an, so sind die Streeken PB, PB' 
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ungleich gerichtet, ilir Produkt ist negativ und an GrroBe gleicli dein 
Quadrat der Halfte der kiirzesten durch P gehenden Sehne somit 

Jc(xqj 2/o) “ JPS • (4 ) 

Fallt P auf die Grenze beider Gebiete, also auf den Kreis selbst, 
so ist jedesmal das eine Segment Null, folglich 

= (5) 

An dem Substitutionsresultat ist also unmittelbar auch 

zu erkennen, welche allgemeine Lage der Punkt P in bezug auf den 
Kreis kat. 

Die gleichen Erwilgungen und Resultate gelten auch ftir das schief- 
winklige Koordinatensystem. 

Die entwickelte Gleichung (1) lautet: 

k(x,y) ^ + y“ — 2 ax — 2ly + < 2 ^ 6^ — >•- = 0; 

so bedeutet hiernach = k(0,0) die Potenz des Ursprungs 

in bezug auf A*; bezeichnet man diese mit z, so schreibt sich die Kreis- 

gleichung. k(Xjy) ^ x- + y‘ — 2ax — 2hy -{■%=== 0. (l**^*) 

Das Vorzeichen Yon x gibt AufschluB dariiber, ob der Ursprung 
innerhalb oder auBerhalb des Kreises liegt; bei x ^0 geht der Ea-eis 
durch den Ursprung. 

Beispiel. Es ist zu entscheiden, wie die Piinkte A (—3/6), 
C(-2/5) und 0(0/0) zu dem Kreise 

lieo-en. ^ + f- - - lb = 0 

° Da 

X:(_3/6) = 30, H6/-7) 80, A(-2,5) = 0, Z;(0,0) 75, 

SO liegen A auBerhalb, JB und 0 innerhalb des Kreises und C auf 
ihm selbst. 

196. Zwei Kreise und ihre Badikalachse. Zwei Kreise 
1/) == - 2b^y + ^ 0 (1) 

2/) + f -' — 2632/ + ;co == 0 (2) 

haben, da ihre Gleichungen vom zweiten Grade sind, nach dem Satze 
YOU Bezout Yier gemeinsame Punkte. Zwei daYon sind die unendlich 
fernen imaginaren Kreispunkte (193), die ja alien Kreisen der Ebene 
gemeinsam sind; es Yerbleiben somit noch zwei Punkte im Endlichen, 
die wieder, entsprechend den Moglichkeiten, welche algebraische 
Gleichungen mit rellen Koeffizienten darbieten, reell und Yerschieden 
oder reell und Yereinigt oder imaginar sein koiinen. 
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Wie dem aber auch sei^ inimer geniigen sie auch der Gleichung 

-^‘12 ^ y^ ~ h y) == o? (s) 

gebdren also vermdge der im Torigen Artikel erkaunteu Bedeutung 
Ton l'\x,if) dem Orte jener Punkte an, die in bezug auf beide Kreise 
dieselbe Potenz baben. Dieser Ort ist aber, da die ansgefubrte Gleichung 
(3^1 lautet: 

-^42 - + -(^2 — K)y — (^2 — ^ l ) = 0 ; W 

eine Gerade, die man als Potenmcltse oder Eadilialachse der beiden 
Kreise l\, L bezeicbnet. Scbneiden sicb die Kreise reell, so verbindet 
sie die Scbnittpunkte nnd beiSt dann aucb Chordale, weil sie die ge- 
meinsame Sebne beider Ej.*eise entbalt: beriibren sie einander, so wird 
die Radikalacbse znr gemeinsanien Tangente im Beriibrungspunkte^ 
baben die Kreise keine reellen Punkte miteinander gemein, so er- 
fordert die Radikalacbse eine besondere Konstruktion. 

Eine Eigenschaffc derselben ist aus derselben Gleicbung (4) un- 
mittelbar zu erkennen, wenn man sie mit der Gleicbung der Yer- 
bindungslinie der Kreismittelpunkte, der beider Kreise (178): 

( io — \ }x — (Ug — a^)y — + ag&i = 0 

vergleicht: leide Geraden stehen mfeinander senhrecht, weil ibre Glei- 
cbungen der Bedingung 184:, (9) geniigen. 

Aus der Eigenscbaft der Radikalacbse, in alien ibren Punkten 
gleicbe Potenz zu baben beziiglicb beider Kreise, gebt bervor, daB 
ein auf ibr angenommener Punkt entweder gleicbzeitig im Innern oder 
aufierhalb oder auf dem Umfarig beider Kreise liegen muB. Liegt er 
innen, so sind die durcb ibn gebenden kiirzesten Sebnen der beiden 
Kreise gleicb groB: liegt er auBen, so geben aus ibm an beide Kreise 
gleicb lange Tangentenstrecken, er ist somit Mittelpunkt eines beide 
Kreise orthogonal scbneidenden Kreises. 

197. Brel Kreise und ihr Badikalzeutrum. Drei Kreise 
Z’l, /i* 3 j deren Gleicbungen abgekiirzt 

\(x,y)^(i, ( 1 ) 

(^) 

Ux,y)^Q (3) 

gescbrieben werden konnen, lassen sicb zu den drei Paaren Z’s, 

/g; /g, Zto verbinden, deren jedem eine Radikalacbse zukommt; die 

Gleicbungen dieser Radikalacbsen sind: 

-^28 y) = h y) — h (^; «/) = 0 

-^31 {so, y) - 7*3 ix, y) - \ (x, y)^ 0 
■^12 (*^b i/) ~ {SS, y) ^‘2 ~ ^ j 
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unci Aveil 


-^23 (•^j y) + 


SO schneiden sich die drei Achsen in einem Punkte. Man hat also 
den Satz: Die drei RadiJcolachsen, die drei 
Kreise paariceise hestimmen, schneiden sich 
in einem Pnnlie, den man das PotmZ' oder 
Eadikahentrum der drei Kreise nennt; ihm 
kommt als wesentlich die Eigenschaft zii, 
daJB er in bezug auf alle drei Kreise die- 
selbe Potenz hat. 

Dieser Satz ftihrt zu der einfachsten 
Konstruktion der Radikalachse zweier Kreise, 
die sich nicht reell schneiden. Man nehme einen sie schneidenden 
Hilfsbreis fc, Fig. 77, an; dann sind zwei der Eadikalachsen, somit 



Tig 



auch das Radikalzentrnm F bestimmt; die dritte, das ist eben die ge- 
suchte, geht dnrch P iind ist senbrecht zur Zentrallinie 

Das Radibalzentrnm liegt in bezug auf alle drei Kreise gleichartig. 

Ist es ein AuBenpunkt, so gehen von ihm gleich lange Tangenten- 
strecken aus, es ist also Mittelpunbt des alle drei Kreise rechtwinklig 
schneidenden Kreises 0, Fig. 78, ihres gemeinsamen OrtJiogonallcreises. 

Ist es ein Innenpunkt, so ist es zugleich Mittelpunkt von drei gleich 
langen Sehnen, also auch Mittelpunkt eines Kreises D, der die drei 
Kreise diametral schneidet und daher ihr gemeinsamer Diametralkreis 
lieiBt, Fig. 79. 

Liegt das Radibalzentrnm auf den Umfangen, so kann es eben- 
sowohl als Orthogonal- wie als Diametralkreis vom Radius Null an- 
gesehen werden. 

Die Begriffe Radikalachse und Radikalzentrum bleiben auch dann 
in Geltung, wenn die Kreise in Punktkreise — mit dem Radius 0 — 
oder in Gerade — Kreise mit unendlichem Radius — ausarten. Bei 
den beziiglichen Konstruktionen hat man sich folgende zwei Sender- 
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falle gegenwartig zu halten : Die Radikalachse eines eigentlichen Kreisei 
und eines auf seinem Umfange liegenden Nullkreises ist die zugehorig* 
Tangente. und die Radikalachse eines eigentlichen Kreises und eine] 
Oeraden ist diese selbst. 

Vm demnach die Radikalachse eines Kreises k and eines Punktes 1 
Fig. 80, zuerhalteii, legt mandurchP einen k schneidenden Hilfskreis 

/t bestimmt das Radikalzentrum von k, P, k 
und fiihrfc durch dieses die gesuohte Radikal 
achse P senkrecht zu SI P. Ihr kommt di( 
Eigenschaft zu, daB jeder Kreis, der aus 
einem ihrer Punkte durch P beschriebei 
wird, den Kreis k orthogonal schneidet. 

Die Radikalachse zweier Punkte isi 
ihre Symmetrale, das Radikalzentrum dreiei 
Punkte der Mittelpunkt des durch sie be- 



stimmten Kreises. 


Das Radikalzentrum eines eigentlichen Kreises oder eines Null- 
kreises und zvreier Geraden ist der Schnittpunkt der letzteren, das 
Radikalzentrum dreier Geraden der Inkreismittelpunkt ihres Dreiecks 

Mit Hilfe dieser Bemerkungen kann bei- 
spielsweise die Aufgabe gelost werden, zu zwei 
Kreisen k^ den Orthogonalkreis zu zeichnen 
der durch einen gegebenen Punkt geht. Dei 
Mittelpunkt des gesuchten Kreises ist das Radi- 
balzentrum F von k^, und P. 

Femer die Aufgabe, zu einem Kreise k und 
einer Geraden g den Orthogonalkreis zu zeichnen, 
der durch einen gegebenen Punkt P geht. Mittel- 
punkt des gesuchten Kreises 0 ist das Radi- 
kalzentrum F von k, g, P, Fig. 81. 



198. Ereisb'uschel. Wir knupfen an die einleitende Bemerkung 
von 191 an, wonach ein Kreis im rechtwinkligen Koordinatensystem 
im allgemeinen durch drei Bedingungen bestimmt ist. Sind weniger 
als drei Bedingungen vorhanden, so geniigt ihnen nicht ein Kreis. 
sondem ein System von Kreisen. 

Insbesondere bezeichnet man die Gesamtheit der Kreise, die durch 
z^ei gegebene Punkte gehen, als einen Kr&isbuschel^ die gegebenen 
Punkte als dessen Grimdjpunkte. IXese Definition ist jedoch nur dann 
geometiisch unmittelbar zu verwenden, wenn die Grundpunkte reel] 
sind und auch da nicht etwa als Endergebnis eines Grenzprozesses 
vereinigt liegen. 

Eine alle Falle umfassende Definition erhalt man, indem man 
die Grundpunkte nicht als solche, sondem als die gemeinsamen 
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bei variablem a die Gesanitheit aller Kreise darstellt; die durch die 
gemeinsaTnen Punkte von* Ic und g geheri; und dafi jeder Punkt von g 
in bezng auf jeden dieser Kreise dieselbe Potenz bat wie in bezug 
anf Z:, dafi also g(x, y) = 0 die Kadikalachse des Kreisbuscbels (3) ist. 

Was dessen Zentrallinie anlangt, so entnimrot man der ans- 
gescKriebenen Gleichung (3): 

+ if — (2a — lm)x — (21) + X)y + z + Xn 0 
die Koordinaten des Mittelpunktes von Jc;: 



durch Elimination von X ergibt sicli daraus als Ort der Mittelpimkte 

£ — a + — i) = 0, 

also eine Gerade, die durch den Mittel punkt SI von Ic geht und auf g 
senkrecht steht. 

III. Man hat drei Ai-ten von Kreisbuscheln zu unterscheiden : 
1. Biischel mit reellen und getrennten Grundpunkten; 2. solche mit 
reellen und vereinigten Grundpunkten; 3. Biischel mit imaginaren 
Grundpunkten. Ein Kreisbiischel kann als gegeben betrachtet werden 
durch einen seiner Kreise, 1% und die Kadikalachse JR; im Falle 1. wird 
It von jR geschnitten, im Falle 2. beriihrt, im 
Falle 3. haben It und B keinen eigentlichen 
Punkt gemein. Die Zenti-allinie geht in alien 
Fallen dui’ch SI senkrecht zu i?. 

Durch einen Punkt der weder h noch 
B angehoren soU, geht ein und nur ein Kreis 
des Biischels. tJber seine Konstruktion in 
den Fallen 1. und 2. braucht nichts be- 
merkt zu werden; im Falle (3) fiihrt dazu 
folgende Erwagung. Der aus dem Schnitt- 
punkte A der Zentrallinie c mit B, Fig. 82, 
beschriebene Orthogonalkreis 0 zu i* ist 
Orthogonalkreis zu alien Kreisen des Biischels; somit konnen 
diese Ejreise definiert werden als solche, die 0 und G orthogonal 
schneiden; die Aufgabe', den Bllschelkreis durch M zu bestimmen^ 
kommt also darauf hinaus, den durch M gehenden Orthogonalkreis 
zu h und c zu bestimmen; diese Aufgabe ist aber am Schlusse von 
197 gelost worden. 

Die Schnittpunkte G-^, G 2 von 0 mit c, als IfuUkreise aufgefafit^ 
erfiiUen die Forderung, 0 und c orthogonal zu schneiden, gehoren 
also dem Biischel an und heifien seine GrempunTde. Jeder durch sie 
gelegte Kreis Ic hat seinen Mitielpunkt in B und ist somit Orthogonal- 
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kreis zu alien Ki*eisen des Buschels (7i, B), well er Ortliogonalkreis 
zu G 2 ist. Es entstehen solcher Art zwei Kreisbiischel, die in 
folgender Beziehung zneinander stehen: das Biischel der Kreise Ic mit 
der Zentrallinie c, der Radikaiachse B and den G ren^i^vnakten G^y 

und das Biischel der Kreise f mit der Zentrallinie B, der Radikai- 
achse C nnd den 6rr^<^^rfpunkten G^, G^ verhalten sich so, dafi jeder 
Kreis des einen Biischels alle Kreise des andern orthogonal schneidet. 
Man nennt Kreisbiischel, die einander in dieser Weise zugeordnet 
sind, lionjugmie KreisMscheL 

199. Pol und Polare. Zu dieser Begriffsverbmdung hatte das 
Problem AnlaB gegeben, durch einen Punkt P{xjij^ Tangenten an 
einen Kreis 

y) ^ + ( 2 / — W - = 0 ( 1 ) 

zu legen (194, II). Driickt man die Forderung aus, die Tangente 
in einem noch unbestimmten Kreispunkte M{xly)i 

{x — a)(| - a) + ( 2 / — l){ri — &) — r- = 0 

babe durch P zu gehen, so ergibt sich zur Bestimmung von ilf 
nebst (1) noch die Gleichung: 

{x - a)(aJo - a) + ( 2 / - &)(i/o - &) - = 0, (2) 

die, weil vom ersten Grade in x, y, eine Gerade vorstellt, die man 
als Polare des Punktes P in bezug auf den Kreis "k bezeichnet. 

In entwickelter Form" lauten die Gleichimgen (1) und (2), wenn 
man von der Abkiirzung a^+V^—r^^x Gebrauch macht: 

^(x, y) ^ x^-\- y^— 2 ax — 2hy + x ^ 0, (1*) 

p(x, y) ■= x^x + y^y - aix + a-j) — l{y + = (2*) 

Wir bringen nun mit dem System dieser 
zwei Linien den Geradenbiischel mit dem 
Trager P in Verbindung, dessen parametrische 
Gleichungen lauten: 

^ = ^0 + 5 cos a 

. -(3) 

2/ = 2/o + ssiiia. 

Substitaiert man (3) in (1*), so evgibt 
sicb die in bezug auf s quadratiscbe Gleicbung 

s® —2[(a — Xo) cos a + (6 — yg) sina] s + Jc(X(„ yo) = 0; 

ihre Wurzeln s', s" bestimmen die Abstande der Scbnittpunkte M, M' 
des Strahls (a) mit dem Kreise Tt, Tom Punkte P aus gemessen, 
Fig. 83; es besteben also zwischen diesen Abstanden die Eelationen: 

s' + s" =2[(a — x^) cos a-t (b — y^ sina], s's" = lc(x^, y^). (4) 

19 * 
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Substituiert man (3) in (2**^), so ergibt sicb die in bezug auf s 
lineare Gleichung: 

- a) cos a + b) sin c] s + fc(a?o, y^) = 0, (5) 

deren Wurzel den Abstand des Scbnittpunktes Q des namlicben Strabis 
rait der Polare p bedeutei 

Aus (4) nnd (5) folgt die von cc unabbangige Beziebnng: 
s{s' + s") = 2s' s", 

in der man die cbarakteristiscbe Streckenrelatioii eines Systems bar- 
moniscber Punkte erkennt (179 , (4) ). 

Dies gibt den Satz: Die SchniUpunIcte der von einem PmJcte P 
ausgehenden Stra}ile>i mit dem Kreis h tverden durcli die sugeordnete 
Polare p von dem PunJcie P harmonisch getrennt, 

Auf dieser Grundlage laBt sicb die Polare eines im Innern des 
Kreises gelegenen Punktes P konstruieren; man fiibrt durcb P eine 
beliebige Gerade^ bestimmt den barmoniscben Punkt Q zn P in bezug 
auf die Schnittpunkte der Geraden mit dem Eireise; dann ist die durcb 
Q za SIP gefiibiiie Senkrecbte die Polare. 

§ 6. Die Linien zweiter Ordnung, 

200. Die alXgemeiue Crleichuug zweiten Ghrades. Die 

allgemeine Gleicbung zweiten Grades in den Parallelkoordinaten Xj y 
umfafit secbs Glieder: drei vom zweiten, zwei vom ersten, eines vom 
nullten Grade; sie lautet: 

f{x, y) == Ax- + 2JBxy + + 2Dx + 2Ey + F=0. (1) 

AUe Gebilde, die durcb eine in dieser allgemeinen Form ent- 
baltene Gleicbung dargestellt sind, nennt man „Linien zweiter Ordnung.^^ 

Die Koeffizienten A, B, . , ,F werden als reelle Zablen voraus- 
gesetzt. Da einer von ibnen durcb Division auf 1 reduziert werden 
kann, so entbalt die Gleicbung fiinf Konstanten. Dies bat zur Polge, 
daB eine Linie zweiter Ordnung im allgemeinen durcb fiinf Bedin- 
gungen bestimmt ist. 

Jede in Form einer Gleicbimg ausgedriickte Beziebnng zwiscben 
den XoefQzienten vermindert die Anzabl der Konstanten um eins. 
Insbesondere fiibren bei recbtwinkligen Koordinaten die Beziebungen 

A B^O 

zur allgemeinen Gleicbung des Kreises (188), die nur nocb drei 
Konstante entbalt. 

Zu einer geometriscben Grundeigenscbaft der Linien zweiter Ord- 
nung fiibrt die Verbindung der Gleicbung (1) mit der Gleicbung 

g(Xj y) ^ ax + l)y + c^O (2) 
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einer Geraden. Nach dem Satze Ton Bezout (132) haben die Glei- 
chungen (1) und (2) allgemein gesprochen zwei Losungen. Jede 
Linie zweiter Ordnung wird also von jeder Geraden Hirer Ebene in met 
PunJden geschniUen, wobei imaginare und unendlich feme Punkte 
ebenso gezahlt werden wie eigentlicbe Punkte. 

Die Diskussion der Gleicbung ( 1 ) lauft auf die Erforschung der 
Abbangigkeit des y yon x hinaus; diese Untersuchung gestaltet sicb 
yerscbieden, je nachdem die Gleicbung in bezug auf y quadratiscb oder 
yom ersten Grade ist, d. b. je nacbdem C'4=0 oder C == 0 ist. Der 
Fall, daB die Gleicbung y iiberbaupt nicbt entbalt (jB = 0, C = 0, 
JE =* 0), laBt sicb unmittelbar erledigen: sie stellt dann zwei zur 
^-Acbse parallele Gerade vor, die getrennt oder yereinigt sind, je nacb- 
dem B^-AF>0^) Oder D^--AF^0^) ist; bei D- - AF < iJ 
wird ibr durcb keinen reellen Punkt geniigt. 

201. Erster Hauptfall: C Nacb y geordnet scbreibt 

sicb die Gleicbung (1): 

Cy^ + 2(JBx -f E)y + Ax^ + ^Bx + F ^ 0 
und gibt fiir y die explizite Darstellung: 


_ — (5a; + ± l/CSir + A'*)® ~ + 

y — - - - ^ 

der mit den Abkurzungen: 




JET-- AC 1 




jbe-cd\ 

(3> 


P = 

jE?-CF I 


die Form: 

Z = 

Ma?+2Nx + F 

(4'i 


y — 

Bx+B yx 

G ^ C 

(5) 

gegeben werden kann. Hiernacb erscbeint y als Summe und DiflPerenz 

yon 


= 

Bx + E 

C 

(6) 

und 


II 

(7) 


(6) aber stellt unter alien Umstanden eine im Endlicben liegende 
Gerade dar; in bezug auf diese ist also wegen des oben angefdbrten 
Sacbverbaltes das Gebilde symmetrisch, wobei die Ordinatenacbse die 
Ricbtung der Symmetrie anzeigt. Diese Gerade soli im folgenden 
konsequent mit d bezeichnet werden. 

1) Bei JL = 0 wird die eine Gerade uneigentlicb, indem sie ins Unendliche. 
riickt. 

2) Bei ^ — 0, jD == 0 werden beide Gerade nneigentbch, indem sie ins Un- 
endlicbe rilcken. 
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Das weitere Verhalten von y hangt von Y und dieses wiederum 
von der im allgemeinen qnadratischen Fnnktion 

X = ifa;-+2iN^ar+ P (4) 


ab. Hierbei sind die Falle Jf + 0 und If = 0 -wesentlich zu unter- 
scheiden. 

Wewi Jf + 0 isf, so kann X umgesetzt werden in 


X = If (re + ^y- 


M 


was sich durcli die Substitution 


und die Abkiirzung 
weiter vereinfacbt zu 


II 

+ 

(8) 

- Jf P = z/ 

( 9 ) 

X = ilf|2-^. 

(10) 


Die Substitution (8) bedeutet eine Translation des Koordinaten- 
sy stems parallel zur Abszissenacbse um die Strecke -- ^ (168), und 

die Crleicbung (lOj zeigt, daB nun aucb in bezug auf die neue 
Ordinatenachse Symnietrie stattfindet, wobei die Grerade d die Symmetrie- 
ricbtung bezeicbnet. 

Es kann nun X folgende Verbaltungsweisen zeigen: 

1. 1st ilf < 0 und u)^>0, so ist X eine DiiSPerenz, die ihren 

groBten Wert — ~ erlaugt, wenn der variable Subtrahent verschwindet, 
also bei § = 0; fernei* bat X die beiden reellen NuUstellen 





zwiscben denen es positiv, aufierhalb deren Intervall es negativ ist. 

Bei b) ^ < 0 ist X die Summe zwei negativer Grrofien, bleibt 
bestandig negativ und Y imaginar. 

Scbliefilich, wenn c) z/ == 0, reduziert sich X auf ein negatives 
Glied, das fiir | = 0 verscbwindet; infolgedessen ist Y imaginar bis 
auf die Stelle | = 0, an der es = 0 ist. 

II. Ist iMT > 0 und a) z/ > 0, so erscbeint X als Differenz mit 
einem variablen Minuend, bat die reellen XuUstellen 



zwiscben denen es negativ ist, wahrend es auBerbalb ihres Intervalls 
positiv bleibt. 

Wenn b) z/<0, wird X eine Summe von zwei positiven GroBen, 
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die ihren kleinsten Wert — jg- annimint, wenn der variable Summand 

verschwindet; d. i. bei | = 0-, im ubrigen ist, da X positiv bleibt^ 
Y durcbaus reelL 

1st endlich c) z:/ = 0, so reduziert sicb X auf das positive Glied 

Y auf das durcbwegs reelle • 
in. Weun ilif = 0, bingegen X + 0, so laBt sich X auf die Fonn 

bringen und ist a) bei X > 0 so lauge positiv, Y so lange reell, als 
P 

00 — ; bingegen b) bei X < 0 so lange positiv, Y so lange reell, 

als 

Bleibt nocb der Fall c) X" =* 0 iibrig, in welcbem sicb X auf 
das absolute Glied P reduziert, Y somit konstant und reell ist, wenn 
P^O, imaginar, wenn P < 0. 

Es bandelt sicb jetzt darum, diese algebraiscben Resultate ins 
Geometriscbe zu iibertragen; dabei moge die obige Reibenfolge der 
Falle beibebalten werden. 

FaU L 


P): 3/<0, z7>0. Die Punkte, welcbe der Gleicbung f{x, y)=^0 
unter diesen Yoraussetzungen geniigen, sind symmetriscb zur Geraden d: 


Bx + E 
V 


( 11 ) 


in der Ricbtung OY und symmetriscb zur Geraden d': 


07 = — 


E 

31 


( 12 ) 


in der Ricbtung d angeordnet und eingescblossen einerseits von den 


Geraden 


parallel zu d', andererseits von den Ge- 
raden 


2/=i?±-^]/- 


M 


(14) 


parallel zu d, Fig. 84. Die darge- 
steULte Linie ist somit zentralsymme- 
triscb in bezug auf den Scbnittpunbt 
^ / X I B X — E 3£\ /'ii\ j /iO\ 



der ibren IliUelpunM bildet. Sie beiBt Ellipse. 

I^): ilf < 0, z/ < 0. Bei diesem Yerbalten der Eoeffizienten gibi 
es keinen reeUen Punkt, der der Gleicbung f(x, V) ^ 
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P): Ji<0, ^ = 0. 


In cliesem Falle ist 
_ Bx + E yji 

— — (y ± -Q 



dies hat, *vras das Auftreten von a?, ij anlangt, die Form Gleichungen 
zweier Geraden; wegen des imaginaren Koeffizienten ]/ M aber spricht 
man von imaginaren Geraden; nichtsdestoweniger kann von einem 
reellen Schnittpunkt derselben: 

N BN -EM 

^ ^ ” GJSi 


gesprochen werden, und dieser ist der einzige reelle Punkt uberhaiipt 
welcher der Gleichung f{x, 2 /) 0 geniigt. 

Um fiir diese drei dnrch das gemeinsame Merkmal < 0 ge- 
kennzeichneten FaUe auch eine einheitliche Ausdrucksweise zu habeii, 
kann man bei b) von einer imaginaren, bei c) von einer punktformigen 
Ellipse sprechen und L als den Fall der Ellipse bezeichnen. 


Fall 11. 


n^): Jlf> 0, z/ > 0. Die Symmetrieverhaltnisse in bezug auf 
die Geraden d, d', Gleich. (11) und (12), bestehen fort; der Schnitt- 
punkt jS der letzteren ist Mittelpunkt des Gebildes; reelle Punkte aber 
liegen nur aufierhaib des von den Geraden (13) begrenzten Streifens. 

yx=yjM-r- 


wachst mit | § | uber alle Grenzen, und es ist bestandig 



yxKiym-, 

aber der Unterschied 

yx — 

lyM + yx 
wird mit wachsendem | g | beliebig klein; 
das Gebilde nahert sich also unaufhor- 
lich und unbegrenzt den beiden Ge- 
raden a, a''. 

E— + (16) 



die man als Asymptoten der Linie bezeichnet; die Linie selbst heifit 
Eyperbel] Fig. 85. 

Aus den Gleichungen der Asymptoten ersieht man unmittelbar, 
dafi sie sich in dem Punkte mit den Koordinaten 


N BN— EM 
M CM ■ ^ 
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d. i. im Mittelpunkte ^ schneiden, iind daB sie svixiinetriscli zu den 
Geraden d, d' in demselben Sinne angeordnet sind wie das Gebilde selbst. 

IP): ^<0. SymmetrieYerhaltnisse und Mittelpunkt -Q 

bleiben aufrecht; reeUe Punkte liegen abei* nur auBerbalb des von 

den Geraden (14) begrenzten Streifens. "j/X = |/ ~ wachst 


mit ||| ins Unendlicbe; jetzt ist aber 

yx>iVM 

und der Unterscbied 


31 



/ 




^ — 




•■4 




/ 


Fig. 86. 


yx+tV3£ 

wird mit wacbsendem | j beliebig 
klein. Die Ges’aden (15) sind auch 
jetzt Asymptoten der Linie, baben aber gegen diese eine andere Lage 
als im Falle IP) (Fig. 86). Die Linie ist eine Hyperbel in andeiei 
Lage gegen das Koordinatensystem. 

IP): ilf > 0,J = 0. Nunmehr ist X = folglieh yX = l^iLr, 

und 


y = n±~-Q ^ 


Bx + X ^ 1 J/ 


M I , 


d. b. die Linie fix, y) «= 0 zerfallt, wenn die Koeffizienten diese 
Bedingungen erfullen^ in zwei sich scbneidende Gerade. Es sind, was 
den Ban der Gleicbungen betriffi, dieselben Geraden, die in den Faller 
IP) und n^), wo ^H= 0 war, als Asymptoten aufgetreten sind. 

Urn eine einbeitlicbe Ausdrucksweise zu baben, kann man die 
beiden Geraden des Falles IP) als eine zerfallene Hyperlel bezeicb- 
nen und demgemaB den Fall II als Fall der Hyperhel erklaren. 


Fall HI. 

In diesem Falle bleibt nur die Symmetrie in bezug auf die 
Gerade d besteben. Im ubrigen findet folgendes statt. 

IIP): M=Q, N>Q). rhat von a: = — angefangen reelle 

Werte, die mit wacbsendem x dem Betrage nacb bestandig und iibei 
jede Grenze binaus wacbsen, Fig. 87. 

Die zugeborige Linie fiibrt den Namen Farahel. 

III'>): M=0, N<0. Y hat nur bis ^ Werte, 

die mit wacbsendem | x ' bestandig und uber jeden Betrag zuuebmen 
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Die zugehorige Linie ist eine Parabel in anderer Lage gegen das 
Koordinatensystem, die als der friiheren entgegengesetzt bezeichnet 
werdeii kann, Fig. 88. 




IIP): ill = 0; N 0. In diesem Falle wird 

y — ’ 

und dies stellt, zunachst wenigstens vermoge seiner Form, zwei parallele 
Gerade dar; wirkliche Gerade sind es aber nur dann, wenn P > 0 oder 
P = 0, unter der ersten Voraussetzung getrennt, unter der andern 
vereinigt^ bei P < 0 kann von imaginaren parallelen Geraden ge- 
sprochen werden. 

Urn ancb Her eine einheitliehe Ausdrucksweise zu baben, fafit 
man die nnter 111°) aufgezablten Gebilde als zerfallene Pambeln auf 
und nennt sonach den Fall III den Fall der Parabel. 

202. Zweiter Hauptfall: (7=0. Die nach y geordnete Glei- 
ehnng (1) lautet nun: 

2 (JBx + jB)2/ + Ax^ + 2 Dx + P = 0. (16) 

Das Trinom Ax^ + 2 Dx + F ist entweder teilbar dm*cli das Binom 
Bx + Ej Oder es ist nicht teilbar. Darnacli sind zwei Falle zu unter- 
scheiden. 

IV Ist Bx + E nicbt Teller von Ax^ + 2 Dx + F, so bleibt 
bei der Division ein konstanter Rest iibrig, und es kann das Trinom 
auf die Form 

Ax- + 2Dx + p = — 2{Bx + P) (mx + n) — P 
gebracht werden; dann folgt aus (16): 

y ^ mx + w H 7-““^ 5 (1'^) 

y erscheint also als Summe von ^ 

rj ^mx + n (18) 

und 

— 

2B 
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Die G-leiclnmg (18) stellt eine Gerade a dar, Fig. 89, und das 


so 


gleiche Werte von 



JR 

zu ihrer Ordinate hinzutretende Y Fat das Vorzeichen von 

jj 

JE 

lange — -j^ , das entgegengesetzte, so 

E E 

lange ^ ~ ;g" ? ^ ^ B ^ ^ 

unendlicli mit dem eben nnterscbiedenen Vor- 
zeicben, ist dem Betrage nacb gleicb fiir 

^ + ^ \ konvergiert 
E 

gegen Null, wenn +-^\ unaufhorlicli 
wacbst. Die Linie ist eine Hyperbel mit den x\symptoten a : y ^ 
mx + n und a': ~ , und mit dem Mittelpunkt 

Fig. 89. 

IV'’) Ist Bx + E Teiler von Ax^ + 2Dx F, so kann dieses 
Trinom auf die Form 

Ax^ + 2Dx + F=- — 2(Bx + E) (mx + n) 
gebracbt werden*, die Gleicbung (16) scbreibt sicb dann 
{Bx + E'){y -- mx — n) =*= 0 
und zerfallt in die beiden: ^ 

y = mx -f n, 

von denen jede eine Gerade darstellt. Im Sinne einer vorbin ein- 
geftibrten Redeweise bat man es also mit einer zerfallenen Hyperbel 
zu tun. 

V. Ist iieben (7=0 aucb J? = 0, so laBt sicb der Gleicbung (16) 
die Gestalt 

y = ax^ -\-2'bx + c (20) 

geben, wofiir weiter 

gescbrieben werden kann. Mit Hilfe der Substitution ^ | er- 

kennt man, daB das betreffende Gebilde beziiglicb der Geraden 

syinmetriscb ist in der Ricbtung der a;-Acbse; y wacbst mit zu- 
nebmendem 1 1 1 iiber alle Grenzen. Man bat es mit einer Parabel in 
einer dritten Lage zu tun. 

203. Degeuerierte Iiinien zweiter Ordnung. Die vor- 
stebende Untersucbung ergab, daB die Gleicbung zweiten Grades auBer 
Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel aucb zwei Gerade darstellen kann. 
die entweder reell und getrennt oder reell und zu einer vereint odei 
imaginar sein konnen, in welcb letzterem Falle sie einen reellen Punki 
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gemein haben als das einzige reelle Gebilde, das der Grieichung geniigt. 
ilaa unterscheidet demgem'aB zwischen eigentlichen und degenerierten 
Linien zweiter Ordnung. 

Die Bedingungen, unter welchen Linien der letzteren Art auftreten, 
sind im ersten Hauptfalle, G ^0: 

P):J/<0, ^ = 0 
IP):Jf>0, z/ = 0 
nP): M^O, X^O: 

mit Riicksiclit darauf, daB ^ 3IP, ist die Bedingung 

( 21 ) 

alien drei Fallen gemeinsam; — im zweiten Hauptfalk; (7=0: 

IV ^0- Teilbarkeit you Ax‘ + 2Dx + F durch Bx + E. 

Diese Teilbarkeit fiihrte zu dem Ansatze: 


Ax“ + 2Dx + jP = — 2(Bx + E)(mx + u), 
der bei beliebigem x nur dann besteht, wenn 
2Bm +A^0 
Em + Bn + D = 0 
2En + 0; 


und die notwendige Bedingung fiir die Koexistenz dieser Gleicbungen 
lautet (121, ni): 0 A 

E i? i) =0, 

0 2E F 


auBgefahi't: 


AE-+B^F-2BDE==0. 


( 22 ) 


Diese Bedingung ist aber in der Yorigen, (21), enthalten. Es 
ist namlich. 

J = (BE - CDy - (B^ - A G) (E'^-GF) 

= ClAE^ + B^-FA GD^ - ACF-- 2BDE ] , 


und da im ersten Hauptfalle C+0, so ist bier die Bedingung fur 
den Zerfall: 

AE^- -r B^F + CD^ ACF - 2 BEE = 0 , (23) 

und dies gebt tatsacblicb in dem zweiten Hauptfalle, wo C = 0, in 
(22) Tiber* 

Man kann sicb umgekebrt die Frage Yorlegen, unter welcber 
Bedingung die allgemeine Gleicbung (1), f(Xj y) = 0, zwei Gerade 
darstellt; notwendig und ausreicbend bierfilr ist, daB sicb die quadra- 
tiscbe Funktion f(Xj y) in zwei lineare Faktoren 

g ^ cix + Py A y 
g = ax + + y' 
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mit reellen oder imaginaren Koeffizienten zerlegen lasse, daB also 

y)=99' 

sei. Daraus ergeben sich durcb partielle Differentiation naeh x und y 
die ebenfalls identischen Gleichungen: 

2 Ax + 2JBy -f 2D = ag' + a g 
2Bx + 2Cy + 2E=^g'+^'g- 

bringt man aber f{Xy y) einerseits und gg' auderseits in die Gestalt: 
f y)=-{Ax + By ^ D)x + {Bx + Cy + E)y + Dx + Ey + F 
gg' = {ax + ^y)g' + {ax + ^'y)g + yy' + y'g, 


so ergibt sich daraus und aus (24) mittels eines einfachen Schlusses, 
daB auch identisch 

2Dx + 2Ey + 2i^= yg' + yy (24 

sein iniisse. 

Da nun ^ = 0 und g' = 0 unter alien Umstanden einen reellen 
Punkt, sei es im Endlichen oder Unendlichen, gemein haben, so existiert 
ein Wertepaar x, y, das die drei Gleichungen 


Ax + By + D ^ 0 
Bx + Cy + E ^ 0 
Dx + Ey 4- F 0 


zugleich befriedigfc, was aber nur dann geschehen kann^ wenn ( 121 , III ) 

A B D 

B C E\^0 (25) 

D E F 


ist. Die Entwicklung dieser Determinante stimmt aber, Yom Vor- 
zeichen abgesehen, mit der linken Seite von (23) iiberein. 

Man nennt die Determinante in (25), deren Verschwinden also 
den Zerfall der Linie anzeigt, die Diskriminmte der Gleichung (1). 

204. Beispiele. Es soUen nun die vorstehenden Kriterien auf 
eine Reihe von speziellen Gleichungen zur Anwendung gebracht werden. 
1. In der Gleichung x^ — 2xy + 4,y^ — Qx-\-Ay-{-'&^Q ist: 

A^\, 0=4, i) = ~3, -E=2, i^=3; 

Jf = -3, iV'=10, P==-8; 

^ = 76; 

man hat es mit dem Pall I***) zu tun, die Gleichung steUt eine wirk- 
liche Ellipse dar. 
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2. Zn der Gleichung — + — + getoren 

die Zahlea: iY= 10, P = -36; 

z/ 8; 

es findet der Fall P) einer imaginaren Ellipse statt. 

3. Bei X“ — 2xy + 4^/^ — + 4^/ + = 0 hat man 

A = 0; 

die Bedingungen des Falles B) sind erfiillt, ^ s"; 2/ = i 

einzige reelle Punkt, welcher der Gleichnng geniigt. 

4. 2x^- + ^xy + y^-2x^4cy+1^0- M^2, N 3, P=3, 

A = 3; Fall IP) der Hyperbel in der ersten Lage. 

5. 2it2 + 4ir2/+2/2-2^'~42/~l==0; Jf = 2, ^=-3, P = 5; 
A = — 1; Fall II^) der Hyperbel in der zweiten Lage. 

6. 2ic2 + 4a:2/ + /-2rr~4y-.| = 0; ikf=2, P-|; 

A *= 0; Fall n^J der in zwei Gerade zerfallenen Hyperbel; diese Ge- 
raden sind: _ 

2/ = -(2Tl/2> + 2=Fn/2. 

7. 4a;2 - 4:xy + - 4* - 8^ - 2 = 0; Jf^O, N= 10, P= 18; 

Fall IH^) der Parabel in der ersten Lage; die reellen Punkte be- 
ginnen bei x ^ 

8. ix- --- 4.XIJ + y^^ -- ix + Sy-2 ^0, 21^0, P=18; 

Fall IIP); Parabel in der zweiten Lage, die reellen Pnnkte reichen 
bis a? = 4. 


9. 4P-4ir2/ + 2/'-4ir + 2y-’2 = 0; 31 =0, N^O, P-3; 
Fall III‘^), eine in zwei parallele Gerade zerfallene Parabel, nnd 
zwar sind 


diese Geraden. 


?/-2x-'l ±1/3 


10. Die Gleiehung 3a:2/ — 4a;±2y — 6==0 faUt unter den Ty- 
pus IV®) und stellt eine Hyperbel dar, deren Asymptoten «/ = |, 
X =z — l sind; der recbte Ast liegt oberbalb der ersten Asymptote. 

11. 8a:® — 4a; — 2y±l=0 Mlt unter den Typus V und zeist 
auf die Form 

y = 4(x- i)® ± i 
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gebraclit, claB die Parabel symmetriscli ist in bezug auf die Gerade 
wobei die ^r-Achse die Richtnng der Symmetrie angibt^ und 
daB die reellen Piinkte auf und iiber der Geraden y^\ liegen. 

205. Translation des Eoordinatensystems. Die folgenden 
Untersuchungen werden es baufig notwendig machen, zu einem pa- 
rallelen und gleicbgerichteten Koordinatensystem uberzugeben. Sind 
%lri die Koordinaten des neuen Ursprungs, x jy die neuen Koordinaten 
des Punktes xjy, so gelten die Transformation sgleicbungen ( 168 ): 

x^x' + ri, 

durcb deren Anwendung sieb die Gleicbung (1) verwandelt in: 

+ 1,2/' + ^) = + 2Bxy' + Cy'^ + 2(JLg + Br, + I))x' 

+ 2{Bl + + E)y' + f{^,ri) = 0 ; 

dies kann nocb kurzer dargestellt werden, wenn man beacbtet, dafi am 

f%ri) = + 2 Bln + Gn^ + 2Bl + 2En+F 

durcb partielle Differentiation nacb | und rj erbalten wird: 

f^\ln)-2{Ai + Bn + i)) 
f'(l,n)-2{m + Cn + E)^, 
die transformierte Gleicbung lautet dann endgiltig: 

Ax'^ + 2Bx'y' + 02 /'^ + /|(|, nV + m>v)y' + = 0. (1^' 

Hieran ist als bemerkenswert bervorzubeben: 1. daB die Eoeffi 
zienten der quadratiscben Glieder gegeniiber der Transformation in 
variant sind* 2. daB das absolute Glied in das Substitutionsresultat de 
Koordinaten in die linke Seite der urspriinglicben Gleicbunj 

tibergebt, somit verscbwindet, wenn der neue Ursprung auf der Linn 
selbst begt. 

206. Mittelpunkt. Bei dem Kreise, der Ellipse und Hyperbe 
bat die TJntersucbung zentrale Symmetrie, also das Vorbandenseii 
eines Mittelpunktes ergeben. Die Prage seiner Bestimmung soil nu] 
selbstandig auf Grund der allgemeinen Gleicbung 

f(x, y) = Ax^ + 2Bxy + Ci/ + 2JDx + 2Ey + JF = 0 (1 

gelost werden. 

Wir geben dabei von dem Gedanken aus, daB der Ursprung dam 
aber auch nur dann Mittelpunkt, also Zentrum der Symmetrie de 
Gebildes (1) ist, wenn die Gleicbung bloB Glieder zweiten Grade 
entbalt; denn nur dann wird sie, wenn durcb xjy befriedigt, aucl 
durcb — xl— y erfullt; Bedingung fiir die erwabnte Anordnung is 
also das Feblen der Glieder ersten Grades, d. b. 

D = 0, J5-0. 
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1st cler Mittelpunkt, so muB die nacli ihm transformierte 

Gleichung 

Ax ' 2Bx If -f- Cy ' + 2/o)^ “f" "f" /'(^oy^o) ~ ^ 


diese Beschatfenheit liaben, es muB also 

/•^o(^oy 2/0) ^ ^ 

fiio^oyyo) = 0 

sein: mit andern Worfcen, die Koordinaten des Mittelpunktes, falls ein 
soldier vorlianden, geniigen den Gleichungen 

Axq + By^ + D = 0 
Bxq + Cy^ + i? = 0. 


Jede dieser Gleickungen stellt bei variabel gedachten 2/0 
Gerade dar, die Aufgabe der Bestimmnng von x^jy^ kommt also geo- 
metrisch auf die Bestimmnng der gemeinsamen Pnnkte zweier Geraden 
hinaus*, die in 182 hieriiber angestellte Untersuclmng bat zu folgenden 
Ergebnissen gefiibi-t. 

Es existiert ein und nur ein bestimmter Punkt im Endlicben, 
der den Gleicbnngen (3) geniigt, wenn 


A B 
B C 


ilf+0 


ist, also in den Fallen I, II (Ellipse, Hyperbel). 

Die Gleichungen (3) bestimmen einen unendlicb fernen Punkt, 
wenn il/ == 0 und eine der Zahlerdeterminanten nicht verschwindet. 1st 
beispielsweise 


B D 
C E 


= .Y+0, 


so erkennt man, daB vermoge J1 == 0 audi die zweite Zablerdetermi- 
nante von Null verscbieden ist; man bat es mit einem der Falle III®), 
IIP), Parabel in der ersten und zweiten Lage, zu tun. Den vor- 
stebenden Bedingungen ist auch dann entsprocben, wenn G=0 

ist; denn dann wird 3/ und die erste Zahlerdeterminante Null, wabrend 
die zweite von Null verscbieden ist; die erste der Gleicbungen (3) 
liefert fur x^^ einen endlicben Wert, der zweiten kann aber nur diircb ein 
unendlicbes y^ geniigt werden; es ist dies der Pall V einer Parabel 
in der diutten Lage. 

Den Gleicbungen (3) geniigen unendlicb viele Pnnkte, wenn sie 
sicb nur durcb einen konstanten Faktor voneinander unterscbeiden, 
wenn also 

^ ^ ^ - 7 . 

A B D~~ 
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ist; die Puakte erfullen die einzige durch (3; bestimmte Gerade. Wei] 
nun sowohl M ^ — AG als auch JV =- — CD = 0, so triti 

der Pall IIP) ein, der auf zwei parallele Gerade fiihrt. 

Ist die erste der in Yorstebender Untersuchung unterschiedener 
Moglichkeiten eingetreten und Xqj bestimmt;, so ist init der Be 
recbnung von fipo^^y^ die Transformaiion mm MittelpanJcte — so sol 
die Translation des Koordinatensystems nach dem Mittelpunkte heifier 
— Yollzogen. 

Die eigentlicben Linien zweiter Ordnung scbeiden sich kiernacl 
in zwei Klassen: solche mit einein Mittelpunkt im Endlichen — Kjreis 
Ellipse und Hyperbel — und solche mit einem Mittelpunkt im Un 
endlichen — Parabel. 

207, Beispiele. 1. Piir die 204 unter 1. behandelte Gleichunj 

— 2xy + 4y^ — + ^=^7 + 3 = 0 

ergeben sich zur Bestimmung des Mittelpunktes die Ansatze: 

^ 2^0 - 2/o 3 - 0 

-^0 + + 2 = 0, 

aus denen Ho ^ i da weiter f(xQj j/q) = — 3 ®, so laute 

die zum Mittelpunkt transformierte Gleichung: 

x'- — 2x'y' -f — ^ 3 ®- = 0 . 

2 . Die Gleichung 4 in 204: 

2x^ + 4:xy + — 2x — 4cy + 1 = 0 

ist als die einer Hyperbel erkannt worden; aus den Gleichungen 

2:^0 + 2^0 - 1 = 0 
2:^70 + 2/0 - 2 = 0 

erhalt man den Mittelpunkt Xq =|-, 2/o da f(xQ, y^) = | 

so ist 

2x'^ + Ax'/ + + I == 0 

die zum Mittelpunkt transformierte Gleichung. 

208. Burchmesser. Im Laufe der Diskussion der alLgemeine 
Gleichung zweiten Grades sind gerade Linien erkannt worden, in b( 
zug auf welche Symmetrie nach einer bestimmten Richtung stattfinde 
mit andern Worten gerade Linien, welche Sehnen einer bestimmte 
Richtung halbieren. Dies soU AnlaB geben zur Erorterung der Frag 
nach dem geometrischen Ort der Halbierungspunkte paralleler Sehne 
irgmd einer Richtung; ein solcher Ort mbge den Namen Burchmesse 
erhalten. 

Die nun folgenden Untersuchungeu setzen ein rechiivinTdigt 
Koordinatensystem voraus. 

Ozuber, Hfthere Matlxematik. 


20 
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V'erbindet man mit der Gleichung 

f(x,y) = Ax- + 2Bxy + Cy- + 2I)x + 2JEy + 0 (1) 

die parametrischen Gleicliungea (177) 

a; = I + s cos « 
i/ = '»? + s sin 6: 


der Geraden, die durch den Punkt g/ij geht und mit der a;-Acbse den 
Winkel a bildet, so liefert die Gleichung 
ff| + s eos«, j; + s sm«) = (A cos^a + cos a sine + 0 sin®a)s® 

+ [/■!(§, ij) cos « + /■,;(!, ri) sin a]s + tX%, ^) = 0 (3) 

in ihren Wurzeln Sj, die Abstande des Punkt es Ijri von den 
Schnittpunkten If/der Geraden ('2) mit der Linie (1). Der 
Punkt I/ 1 J ist insbesondere der Mittelpunkt der Sebne wenn 

Sj, S3 entgegengesetzt bezeichnet und dem Betrage nach gleich sind, 
und dies findet daim statt, wenn die Gleichung (3) rein quadratisch, also 

fi{l, 7j) COS « + /■((!, n) sin a = 0 (4) 

ist. Diese Gleichung stellt den Ort der Mittelpunkte aller Sehnen 
Tom Riehtungswinkel a oder vom Riehtungskoeffizienten w = tga 
dar; ersetzt man /i, f,' durch ihre Ausdriicke, so wird aus (4) 

(A + Bm)i + (R + Gm)r, D + Em — 0. (5) 

Hiermit ist erwiesen, da6 die Durchmesser eiiier Linie zweiter 
Ordnung gerade Linien sind. Die Gleichung (5), in symbolischer Form 

= 0 , 

stellt bei variablem m einen Geradenbiischel dar, dessen Trager durch 


gegeben ist; diese Gleichungen bestimmen aber (206) den Mitteh 
punkt. 

Die Durchmesser eine?' Linie zweiter Ordnung hilden demnach einen 
Geradenhuschel, dessen Traget' der ILittelpunht der Linie ist; lei den 
Linien mit einem MittelpunU geJien also alle Durchmesser durch einen 
eigenflichen Punkt, lei der Paralel sind sie untereinander parallel, 

209, Paare koujugierter Durchmesser. Der Durchmesseiv 
der die Sehnen vom Riehtungskoeffizienten m halbiert, hat selbst, wio 
aus seiner Gleichung (5) hervorgeht, den Riehtungskoeffizienten 

^ A A- B m 

in' ilndert sich mit m nur dann, wenn 

BG 



Durchmesser. Konjugierte Durchmesser Aclisen 30' 

ist, also bei der Ellipse und Hyperbel: ist liingegen J/ = 0, als( 
4. jB 

^ ^ so bleibt m' konstant = — A*. 

Von diesem Falle abgesehen besteht zwiscben deni Richtungs 
koeffizienten der Sehnenschar und dem Ricbtungskoeffizienten des zu 
geborigen Durchmessers die Gleicbung: 

Cmm' + B(m + tn) + ^1=0. {<6 

Diese Gleichung hat einen solchen Bau, daB sie sich nicht andert 
wenn man m und m' miteinander vertauscht; daraus entspringt de 
folgende Sachverhalt: Wahlt man Ton zwei Zahlen niy m\ die de 
Gleichung (6) geniigen, die eine als Ricbtungskoeffizienten eine 
Sehnenschar, so bedeutet die andere den Ricbtungskoeffizienten de 
die Sehnenschar halbierenden Durchmessers. 

Die Durchmesser einer Linie zweiter Ordnung mit eigentlichen 
Mittelpunkt ordnen sich hiernach zu Paaren solcher Art, daB der ein 
die zu dem andern parallelen Sehnen halbiert. Man bezeichnet di 
Durchmesser eines solchen Paares als Imijugierte Durchmesser, 

Der Durchmesser vom Ricbtungskoeffizienten ni schlieBt mit der 
ihm konjugierten zwei supplementare Winkel ein, deren einer, co, dure 

, _ — m __ J. + 2 

S 1 -j- ynm' Rm® + (A — C\^m — B ^ * 

bestimmt ist. 

210. Achseu. Daran kniipft sich naturgemaB die Frage nac 
solchen Paaren konjugierter Durchmesser an, die aufeinander seni 
recht stehen; derartige Durchmesser sind xlchsen orthogonaler Sjn: 
metrie und werden darum als Achsm der betreffenden Linie bezeichne 
Zufolge der Pormel (7) haben die Ricbtungskoeffizienten de 
Achsen der Gleichung 

+ (jL — C)m — jB = 0 (8 

zu geniigen. 

Diese Gleichung ist identisch, d. h. durch jeden Wert you m, ei 
fiillt, wenn gleichzeitig (j^ J5 = 0 

ist, Bedingungen, die den Kreis kennzeichnen (188, 200). Der Krei 
hat sonadi unendlich viele Achsmpaare, mit andern Worten, yo 
welchem Durchmesser man auch ausgeht, der dazu konjugierte stel 
immer senkrecht auf ihm. 

In den Fallen der Ellipse und Hyperbel gibt es nur ein Paar yo 
Achsen, denn die Gleichung (8) liefert dann stets ein Paar reeUe 
Wurzeln %, ^ 2 ? Eigenschaft haben, daB = — 1 isi 

diese Wurzeln sind in der Formel 

—25“ ^ 


enthalten. 


• 20 ’ 
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Bei der Faralel sind alle Durclimesser parallel und derjenige 
nnter ihnen, der die zugehdrigen Sehnen rechtwinklig halbiert, ist die 
einzige Achse. In der Tat gibt die Form el (9), weim Jf = 0, also 

= AG ist. die beiden Werte 

_AG 
B ^ 

deren einei* = — % gleich dem Ricbtungskoeffizienten der Durcbmesser 
ist (209 ij wahrend der andere die dazu senkrecbte Richtung be- 
stimint. 

211. Transformation der Ellipsen- und Hyperbelgfleichung 
zu den Achsen. In den Acbsen ist fiir die genannten Linien ein 
natiirlicbes recbtwinkliges Koordinatensystem gegeben, bei dessen An- 
wendnng ibre Grleicbungen eine besonders einfacbe Gestalt annehmen. 
Da namlicb der Mittelpunkt dann Ursprung ist, entfallen die Glieder 
ersten Grades in y, und da weiter beziiglich beider Koordinaten- 
acbsen Synimetrie beiTscbt, ist die Gleicbung rein quadratiscb in be- 
zug auf X sowobl als y, es entfallt also aucb das Glied mit dem 
Produkt xy. 

Ist die Gleicbung bereits zum Mittelpunkt transformiert, also auf 
die Form 

Aar + 2Bxy + Cy' -h G =« 0 (1 ) 


gebracbt (206), so bandelt es sicb um eine solche Rotation des 
Koordinatensystems um den Ursprung, daB das Glied mit dem Pro- 
dukt der neuen Koordinaten ausfallt; ist d' der Rotation swinkel, so 
lauteu die Trausformationsgleicbungen (169): 

a: = ' cos sin -O’ 

^ = ir' sin '9' + y' cos d', 
durcb die (1) yerwandelt wird in: 

[A cos^'O’ + 2B cos# sin # “b G sin^#)a?'^ 

— 2[A cos # sin# — R(cos^# — sin^#) -- C cos # sin ^]x'y' 

+ (A sin^# — 2B cos# sin # + (7 cos^#)?/'^ + G = 0; 
die angestrebte Form 

A'x'^^A BY^ + G^O (2) 

tritt also ein, wenn man # derart bestimmt, daB 

(A — C) sin 2# — 2B cos 2# = 0 (3) 

Diese Gleicbung laBt # unbestimmt, wenn gleicbzeitig J. = G 
und jB = 0 ist, also im Falle d6S Kreises. 

In jedem andern Falle gibt sie in 


tg2# = 


2B 

A- 


C 


( 4 ) 



Transfonnation zu den Achsen. 
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die Bestimmung zweier Winkel, die sich um 180° von einander uater- 
scheiden, also zweier Werte von '0', die um 90° differieren; roit deir 
einen ist der andere gegeben. Behalt man den hohlen Winkel bei 
so folgt aus (4) 


sin 2d' = 


2B _ 


COS 20' = 


.4-0 

fii/(j.— 0)2+4:52' 


c = sgn.B. ip] 


Die in (2) eingefiihrten neuen Koeffizienten A\ ("' haben zunachsi 
folgende Bedeutung: 

.4' = A cos^O + 2 JBcos O sin O + Q sin- 0 
C''= J.sin^O — 2 j? cos Osin 0 + Ccos-0; 
daraus ergibt sich dnrcb. Addition: 

+'+ 0'= A + C, iB 

und dnrcb Snbtraktion, wenn man gleichzeitig auf der rechten Seiti 
von den Pormeln (5) Gebraucb maclit: 


A' ~ G'^sy(A^ lf+ 4:B^: (7 


aus (6) und (7) erbalt man scbliefilicb: 

.4' = ^ U + C + sY^A'^'Cy+TP } 
6"= i ^4+ C- eVijr-cy + TB ^ . 

Aus der bieraus folgenden Relation 


gebt bervor, daB bei der Ellipse A' und C" gleicb, bei der Hyperbe 
ungleicb bezeicbnet sind. 

Es nimmt also (2) im Falle der eigentbcben Ellipse scblieBlic] 
die Form .,'s ,,'2 


im Falle der Hyperbel eine der Formen 

= 1 


^ a2 ^ 6* 


an, wobei in beideu Gliedern entweder das obere oder das unter 
Zeicben gilt. 

Hiermit ist der Anscblufi an die Definitionen gewonnen, an 
welcben die letzten Gleicbungen ursprunglicb abgeleitet worden sin< 

(158, 159). 

Aus dem Gange der Untersucbung in 206 und in diesem Ar 
tikel gebt bervor, daB das absolute Glied F der Gleicbung wede 
auf die Lage des Mittelpunktes, nocb auf die Ricbtung der Acbser 
nocb auf das Verbaltnis*der Acbsenlangen EinfluB bat; derm auf dii 
Koordinaten des Mittelpunktes wirken alle Koeffizienten mit Ausscblui 
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von Fj auf die Richtungswinkel der Achsen und das Verhaltnis ihrer 
Langen nur die Koeffizienten A, B, C der quadratischen Glieder ein. 

Hiernacli stellen Gleichungen der Form (1), die sich nnr in F 
unterscheidenj Ellipsen und Hyperbeln dar, die im Mittelpunkt^ den 
Achsen imd dein Verhaltnis ihrer Langen iibereinstimmen. Man 
nennt Linien dieser Art honiotlietiscli, 

212. Soheitelgleichungf der Farabel. Wegen der Beziehung 
— 0, die die Parabel kennzeichnet, kann deren all- 
gemeine Gleichung auf die Form 

^ + 2JD.C + 2Ey -j- F’ = 0 (1) 

gebracht werden: es ist also ein charakteristisches Merkmal der Parabel- 
gleichung, dafi in ihr die Glieder zweiten Grades, eventuell nach Ab- 
sonderung eines konstanten Fakfcors, ein vollstandiges Quadrat bilden. 

Als Richtungskoeffizient der Parabeldurchniesser, also auch der 

Pai-abelachse, ist — ^ , das gleich ist — g^funden worden ( 210 ); 
bezeichnet man also den hohlen Richtungswinkel mit d', so ist 

cos'9’= .r-, £ = — sgnJB (2) 

^ 0 ^ s s yB- + C- ^ ^ 

Die Rotation des Coordinatensystems um diesen Winkel ver- 
wandelt die Gleichung (1) in die folgende: 

+ '^(D cosd' + E sin 'O’) + 2 (— 2) sin 0* + cos 'O') + 7^= 0, 

deren allgemeine Gestalt durch 

CV'" + ^B'x' + 2 + F^0 (3) 

bezeichnet ist, wobei unter Beriicksichtigung von (2) 

C'-S^-A+C, ( 4 ) 

c sYB’+C-’ sYb^+C^ 

Ubt man jetzt eine Translation nach dem noch unbestimmten 
Ursprung aus, so verwandelt sich (3) weiter in 

C'y"- + 2D’x" + 2iC\ + E')y" + C'yl + 21)' x, + 2E'y, + F= 0, 

und verftigt man iiber den neuen Ursprung derart, dafi 

C'y,+ E' = Q 

C'yl + 2D'x, + 2E'y^ + E=^0 

wird, so vereinfacht sich die Gleichung schlieBlich auf 

C'y"^+2E'x"=0. (6) 

Die weite der Gleiehungen (5) laBt erkennen, daB der Urspning 
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der Parabel selbst angelibrt, und fur seine Koordinaten ergeben sich 
aus (5) die Werte: 

^0 = ? 

^E'^ — crr 

^0 “■ '1 C'l)' '• 

es ist jener Punkt, in welcliem die Parabel von ihi’er Aclise ge- 
schnitten wird, da vermoge der jetzigen G-leichungsform in bezug auf 
die a- Achse orthogonale Symmetrie besteht. Man nennt den Punkt (1) 
den Sclieitel der Parabel, (6) ihre Scheitelgleichung. 

In der Form r/ 

laBt sie ihre Ubereinstimmung mit jener Gleichung erkennen, die aus 
del' urspriinglichen Definition abgeleitet tvorden ist (160). 

Wie die Ansatze dieses Artikels zeigen, hat das absolute Glied -F tveder 
auf die Richtung der Achse, noch auf die Ordinate j/q des Scheitels (im 
System x" , y), also auf dieLage der Achse, noch auf den Parameter EinfluB. 

Es gehoren demnach Gleichungen der Form (1), die sich nur in 
dem absoluten Gliede unterscheiden, Parabeln an, die dieselbe Achse, 
denselben Parameter und nur verschiedene Scheitel haben. Man be- 
zeichnet derartige Parabeln als homothetisch. 

213. Beispiele. 1. Um die Ellipse, die durch die Gleichung 

_ 2xy + Gic + 4j/ + 3 = 0 

bestimmt ist, auf die Achsen zu transformieren, transformiere man 
sie zuerst zum Mittelpunkt -gVi? dies ist in 207, 1. geschehen und hat 
— mit Unterdriickung des Akzents — 

"t r: 

— 2xy + — ^ 3 ^ = 0 

ergeben. 

Zur Bestimmung der Rich- 
tuny der Achsen hat man 


tg 2'fi’ — 


■3 } 



und fiir die endgiltigen Koeffi- 
zienten ergeben sich aus 211 , (8) »o- 

die Werte; ^ ^ £' = |(5 + -j/lS) : 

die Achsengleichung lautet also: 

(5 - l/l3) + (5 + l/l3) 2 /'® - f = 0 

und laBt, in der Gestalt 

+ -L— = 1 


38 


38 


3(3— -1/13) 3(5 4-)/l3) 
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gesehrieben, unmittelbar die HalbacbsenZf^ew =3,01 • • •, 

1 / = 1,21 • • • erkenBen. 

r 3 ( 5 + 1 / 13 ) 

2. Die durch die Grleiclrang 204 , 4.: 

2a:^+ 4x^ + «/* — 2a’ — 4?/ + 1 = 0 

dargestellte Hyperbel ist in 207 , 2. zum Mittelpunkt |/— 1 tvans- 
formiert vrorden, und es ergab sich, wieder in x, ^J gesehrieben, die 

Gleicbung: 

2a;^+4a:?/ + 2 /®+| = 0. 

Die Richtnng der Achse ist durch 
tg2# = 4 

bestimmt; ferner hat man 

+'=^(3+yi7), . 

R'=^(3--)/l7), 
und liiermit ergibt sich die Achsen- 



gleichung: 

(1/17 + 3) 

-(l/ff-3)2/'H3 = 0, 
wofur gesehrieben werden kann: 


3 _ 8 ’ 

yi 7 — 3 1/17 + 3 

die reelle Halbachse hat sonach die Lange 1 / — - = 1,63 • • • nnd 

® ^ 1/17 — 3 ’ 

fallt in die y'-Achse, die imaginare Halbachse betragt 


TZ-tJ 0,65 •• •, 

^ l/l7 + 3 ' 


Die Konstruktion gestaltet sich in den beiden Fallen wie folgt. 
Nachdem man den Mittelpunkt SI mittels seiner Koordinaten y/|- in 
Fig. 90, f/— 1 in Pig. 91 aufgetragen, konstruiert man den Winkel 
2-0’ — OtTK aus seiner Tangente, in dem einen, 4 in dem andern 
Falle, halbiert ihn und fiihrt durch SI die Parallele zur Halbierungs- 
linie JL, so ist damit die eineAchse, zugleich die ic-Achse des neuen 
Koordinatensvstems gefundenj die andere steht auf ihr senkrecht. 
Durch Abtragen der Halbachsenlangen ergeben sich die Scheitel A, J.'; 
J5, JB' in Pig. 90, A, A' (und die uneigentliehen J5') in Pig. 91; 
in der letzten Figur liefert das Achsenrechteck in seinen Diagonalen 
die Asymptoten a, a. 


Spezielle Gleichungen. 


313 


3. Um fiir die Parabel 204^ 8 .: 

+ 8 ^ — 2 = 0 

die Scbeitelgleichiing herzustelleD, hat man zuerst mittels 

tg^=^ 2 

die Achsenrichtung zu bestimmen und die Koeffizienten C\ I)\ E' 

hieraus ergeben sich die Koordinaten des 
Scheitels in dem nm -O’ gedrehten System y' 
und der Parameter: 


zu berechnen; man findet: 
5, ® 


O': 



Pig. 


^0= ^y5 = 0;85--., 

Ik IsVo 0,72-... 

p- 3 * 5 / 5 ^ 0,54---. 

Konstruktiv geht man so Yor,daBman zu- 
erst den Winkel O’ mittels des rechtwinkligen 
Dreiecks OJK^ Fig. 92, dessen Katheten 
OK, OJ im Verhaltnis 2 : 1 zu einander stelien, herstellt, und daB 
man sodann in dem Koordinatensystem X' 0 Y', das um diesen Winkel 
gegen das urspriingliche gedreht ist, den Scheitel mittels seiner Koor- 
dinaten auftragt, in diesen, A, das endgiltige Koordinatensystem X"A Y" 
verlegt imd mit Benutzung von p den Brennpunkt F der Parabel 
einzeichnet, mit dessea Hilfe diese selbst konstruiert werden kann. 

214. Identitat der Iiinieu zweiter Ordnuug xxiit den 
Kegelschnittslinien. Es soli nun gezeigt werden, daB alle die 
Gebilde, die durch eine Gleichung zweiten Grades darstellbar sind^ 
erhalten werden konnen, indem man den geraden Kreiskegel und den 
geraden Kreiszylinder, der als eine Ausartung des Kegels aufgefaBt 
werden kann, in geeigneter Weise mit Ebenen schneidet. Dieser Um- 
stand rechtfertigt es, die erwahnten Gebilde als KegeJschnitte zu be- 
zeichnen. 

Yom Kreise selbst braucht nicht mehr gesprochen zu werden, 
weil er den genannten Flachen ihrem Entstehungsprinzip nach zu- 
grunde liegt und darum diesem Prinzip entsprechend aus ihnen wieder 
gewonnen werden kann. 

Um fiir die Ellipse, Hyperbel imd Parabel den Nachweis zu 
fiihren, wollen wir den Gleichungen dieser Linien eine einheitliche 
Form geben, und diese Form wird in der Scheitelgleichung zu finden 
sein. Um die Ellipsengleichung 


X- 


r 12 
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anf den linken Scheitel zu transform ieren^, hat man x durch x -- a zn 


ersetzen; die transformierte Gleicliung 



a ^ 


nimmt nach Einfuhrung des Parameters 

Z>* . c 

n = - - und der relativenExzentrizitatf = 
a a 

( 171 ) die Gestalt an: 

y^^2px-{l-e^)x\ ( 1 ) 

Die Transformation d'er Hyperbel- 
gleicliung 

O O c) ^ 

^ ^ 1 

auf den rechten Scheitel gescliieht, indem man x durch x + a ersetzt; 
sie ftihrt wieder auf (1), doch mit der MaBgahe, daB £ nunmehr ein 

nnechter Bruch ist, wahrend es bei 
der Ellipse einen echten Bruch be- 
deutet. 

Die Gleichung (1) umfaBt also 
Ellipse, Hyperbel und Parabel, in- 
dem man der Reihe nach £ < 1, > 1 
und = 1 festsetzt, und ist deren ge- 
meinsame ScMtelgleichung, Sie umfaBt 
aucli den Kreis, den sie dann dar- 
stellt, weim man £ = 0 setzt. 

Ein gerader Ereiskegel werdenun 
mit einer durch seinen Scheitel S 
gelegten Ebene in Verb indung ge> 
bracht; diese kann mit ihm a) nur den Scheitel, /3) zwei verschiedene 
Seitenlinien, y) zwei vereinigt liegende Seitenlinien gemein haben, in- 

dem sie ihn beriihrt. Es soli nun unter- 
siicht werden, wonach eine zu der ge- 
dachten parallele Ebene den Kegel in den 
drei Fallen schneidet. 

In den Figuren 93, 94, 95, die den Fallen 
y) entsprechen, stellt E die Spur der 
schneideuden, zur Zeichenebene senkrechten 
Ebene dar; MN, M'E' ein Paar you Kreis- 
schnitten des Kegels, von denen je eine 
Halfte parallel zur Zeichenebene gedreht ist, 
urn die Ordinaten PQ.P'Q' der betreffen- 
den Punkte der Schnittlinie ersichtlich zu 
machen; als Abszissenachse dient dabei 




Kegelschnitte. 
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der Achsensclinitt der Ebene mii dein Kegel, als Ursprung der 
Pimkt A. 

In Fig. 93 ist FQ^ = MF FK, P'Q'- = 21' P' • P'y, ^v-oraus 
MP PK HP , 

= M'F' * F'N' BP' * B'A'^ folgbch ist 

TT/ 

d. i.j wenn BA 2 a gesetzt wird: 

y'^ == lc(2a — x)x == 21:ax — lex-. (2 1 


In Fig. 94 ist 


P'Q'^ 


MP PN _ PB PA 
3rP'' yN''~ P'B’ P' A’ 


nnd wenn AB = 2a gesetzt wird, 


also BQ-^I BB PA, 


= Izi^a + :^x = 21eax + lix?. 


(3 1 


Oder 


InFig.95]iatman 


P '^'2 


3/P ♦ PP^ PN 

irp^-FN'^ p'y' 




2 /^ = hi\ 


(^) 


Setzt man im ersten und zweiteii Falle 
Jea = p ^ so wird Ic 

.also bei der Ellipse Ic = = 1 — bei der Hjperbel Jc = “^' 2 ^ 

== — 1, nnd biermit geben die Gleicbungen (2), (3) tatsacblicb in 

(1) liber. 

Im dritten Falle branebt nur 7c = 2p gesetzt werden, um auf die 
friibere Form zn kommen. 

Wollte man das Quadrat iiber y in ein inbaltsgleicbes Recbteck 
verwandeln, dessen eine Seite x ist, so wiirde die zweite Seite bei der 
Ellipse unter 2p, bei der Hyper bei iiber 2jp, bei der Parabel gerade 
2p betragen, daber an 2p gemessen bei der Ellipse etwas iihriglassen, 
bei der Hyperbel dariiber liinaiisreichenj bei der Parabel gerade an- 
lieyen. Aus diesem Sacbverbalt sind die klassiscben Hamen der drei 
Spezies yon Kegelscbnitten beryorgegangen. 

Wird an Stelle des Kegels der Zylinder zur Grondlage genommen, 
so kann der Sebnitt mit einer Ebene auBer dem Kreise und der Ellipse 
aucb ein Paar yon parallelen, reellen oder imaginaren, Geraden sein. 

Hiermit sind aber alle Gebilde ersebopft, die in der allgemeinen 
Gleicbung zweiten Grades entbalten sein konnen.\) 

215. Tangeuteuprobleme. L Bei gegebeuem Beriibrungspunkt 


1) Bis auf den imaginaren Kreis und die imaginare Ellipse, die auf diesem 
Wege niebt zustandekommen. 
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x/y stellt sich die Tangente an die Linie f{cc,y) ^ 0 durch die Crlei- 
chimg (194) 

(I - f'x + (->? — y)fii = 0 

dar. Dies auf die allgemeine Gleictung zweiten Grades 

f{x,ii) = Ax'"- + 2Bxi) + Cy + 2 = 0 (1) 

angewendet^ fiihrt; da 

fx{x,y) = 2(Ax-\-l}y-\-D), 

f’n(.^,y) = 2 (- 5 ^ + ^y + 

zimachst zu der Gleiclmng: 

2 (Ax + By 4 “ D)| + 2(Bx + Cy + E)y] — (xfs^ -f- yf y) — O 5 (2) 
es ist aber 

ccf:. + yfv = 2 (Ax^ + 2Bxy + C^f + JDx + By)^- 2{Dx ^Ey + F), 
infolgedessen schreibt sicb die Gleichung der Tangente endgiltig: 

(Ax + By + B)^ + (Bx + + E)i] + (Bx + Ey -{■ F) ^ 0. (3) 

NacL. u‘, y geordnet lantet sie: 

I + By] -f B)x + (jB| + Ciy + E)y + (B^ + Ei] + F) *= 0, (S’**) 

der Vergleicb mit (3) zeigt die Vertauschbarkeit von xjy und g/ 7 /. 

n. SoUen die Tangenten durch einen gegebenen Punkt P(i«?o/2/o) 
gelegt werden^ so hat man zur Bestimmung ihrer Beriihrungspunkte 
xiy auBer der Gleichung ( 1 ) die aus (3*^) resultierende Gleichung 

(^^0 + By^ B)x + (Bx^ + Cy^ + E)y + {Bx^^ + Ey^ + ( 4 ) 

die eben die Forderung ausdriickt, dafi die Tangente durch P zu gehen 
hat. Bei veranderlichem x, y stellt diese Gleichung eine stets reelle 
Gerade p dar, die in ihren Schnittpunkten mit (1) die gesuchten Be- 
riihrungspunkte liefert; je nachdem diese Schnittpunkte reell und ver- 
schieden und vereinigt oder aber imaginar sind, gibt es zwei, eine 
Oder keine Tangente durch P. 

Man nennt die Gerade p die Polare von P in bezug auf den 
Kegelschnitt ( 1 ), P den Pol von jp. 

Die vorhin bemerkte Vertauschbarkeit der beiden Koordinaten- 
paare in (4) hat folgendes zu bedeuten: Die Polare eines Punktes 
von p geht durch P und der Pol einer Geraden durch P liegt auf p, 
III. Sollen die Tangenten einer gegebenen Geraden parallel sein, 
also einen bestimmten Eichtungskoeffizienten m haben, so dient zur 
Bestimmung ihrer Beruhrungspunkte x/y neben der Gleichung ( 1 ) 
noch die aus (3) resultierende Gleichung 

_ Ax + By + B _ ... 

^a; + C2/4-P"“ ^ 


( 5 ) 
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die den Ausdruck fur die eben gestellte Forderuiig bildet; in der 
Gestalt 

(^jd. (^JB -f- Oui )ij T) E = 0 

gescbrieben erkennt man in ihr die Gleichung jenes Durcbmessei-s, 
der die Sehnen vom Ricbtungskoeffizienten m balbiert (208 ). Dieser 
Durcbmesser bildet die Polare zu dem unendlich fernen Pilnld der 
Geraden, der die Tangenten parallel sind. 

216. Pol uud Polare. In bezug auf den Kegelschnitt 

f{p:, ]f) = Ax“ -f 2Bxy + Cy- + 2Dx + 2Ey + jP = 0 (1 ) 

bat der Punkt Pix^jy^ die Polare 

p{pi:,y)={Ax^-\-Byf^-\-I))x+{Bxa-\-Cija-]rE)y-\-(Dxf^-\-Ey^^F)=0. (2) 

Mit diesen beiden Gebilden bringen wir 
nun den Geradenbuscbel aus P, der 
parametriscb 

X Xr.-\- sm^a 

I • (3^ 

2 / = 2 /o + ^ sin a 

gescbrieben werden kann, in Verbindung. 

Gleicbung (1) gebt durcb die Sub- 
stitution (3) in die beziiglicb s quad- 
ratiscbe Gleicbung (208): 

( cos^ a-\-2B cos a sin a + G sin^c^) 

+ [fx^ Q>o^a+fy^ sin a] s +f (^o? ^o) ^0(4:) 
liber, deren Wurzeln s', s" die Strecken zwiscben P und den Scbnitt- 
punkten M', M" der Geraden (a) mit dem Kegelscbnitt (1) bedeuten, 
Fig. 96. 

Gleicbung (2) verwandelt sicb dui'cb dieselbe Substitution in 
(Axq + By^ + I))Xq + {Bxq -f Cy^ + Pj^/o + (-®^o + + -^) 

+ [(^^0 + By^ + B) cos a -f {Bxq -f Cy^ + E) sin a]s^O, 

d. i. in 

(f,r^ cos a + /y^sin a) $ + 2f{XQ, y^) = 0; (5) 

das bieraus berecbnete s bestimmt die Strecke zwiscben P und dem 
Scbnittpunkt Q der Geraden (a) mit der Polare p. 

Nun folgt aus (4), daB 

f cos Of + f sin (£ 

6 -f- 5 — cos^a + 2 COS a sin «;+ C sin® o: ^ 



wonacb also 


s s 


> Vo) 

A cos® a + 2 j? cos a sin a -[- (7 sin® a ^ 


s' +s" 
$'s" 


f' cos cc + sin oc 




( 6 ) 


1 
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andererseits fiihrt (5) auf 

/‘^^cosa + Z'^sinci 
5 "" fWo.yo) ’ 

flemnacli ist 

s' + s'^ __ 2 
s's" 5* 

Dadurch ist (179) erwiesen, da6 die Schnittpunkte einer jedeii 
Geraden durch P mit dem Kegelschnitt von P und seiner Polaren 
harmoniscli getrennt werden. Dieser Sachverhalt kann dazu verwendet 
werdeiiy die Polare von P auch dann zu konstruieren, wenn aus P 
keine reellen Tangenten an den Kegelscknitt gehen. 

An die Gleichung (6), die das Produkfc PM' • PM" der Seg- 
mente bestimmt, sei die folgende Bemerkung gekniipft. 

Bei dem Kreise, wo A = C und P=0 ist, kangt dieses Produkt 
von der Riclitung des Stralils nickt ab und fiibrt zu dem Begriff der 
Potenz (196). Zugleick zeigt die Gleichnng (6), daB in diesem Falle 
der Ort der Punkte ^o/2/o? Bezug auf den Kreis f (x,y) = Q 

gieicbe Potenz haben, ein mit ibm konzentri sober Kreis ist. 

Bei den anderen Kegelscbnitten ist das Segmentprodukt ss" von 
der Eicbtung des Strahls abbangig; bait man diese Ricbtung fest 
und setzt s' s" • {A cos^ + 2 P cos a sin a + O' sin^ a) = /r, so schreibt sicb 
der Ort von Punkten ocJi/q, fiir die das Segmentprodukt bei der an- 
genommenen Eicbtung a konstant ist, 

Dies stellt aber naeb den Bemei-kungen am Scblusse von 211 und 
212 einen zu f(x,y)^0 bomothetiscben Kegelschnitt vor. 

Es gebort also zu jedem Kegelschnitt, der mit einem Grund- 
kegelscbnitt bomothetiscb ist, eine (und wegen der Symmetric eine 
zweite) Eicbtung, bei welcber der erstgedacbte Kegelschnitt der Ort 
von Punkten ist, denen in Bezug auf den Gruudkegelscbnitt ein kon- 
stantes Segmentprodukt s's" zukommt. 


IX. Abschnitt. 

Analytische Geometrie des Kaumes. 

§ 1. Der Koordinatenbegriff. 

217. Das rechtwiuklige Eoordinatensystein. Mmmt man 
im Ranme drei gerichtete Gerade an, die durch einen Punkt seben, 
und deren jede anf den beiden anderen senkrecbt stebt, wahlt den ge- 
meinsamen Punkt fiir aUe drei Geraden als Nullpunkt (Aijfangspiinkt) 
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unci eine Strecke aJs Einheit, so sind damit die drei Geraden zu Zaklen- 
linien ausgestattet und geeignet, ein Koordinatensystem zu bilden. 
Man nennt die Geraden die Koordinatenaclisen , ihren gemeinsamen 
Punkt AnfangspimM oder Ursprmigj die drei durch sie bestimmten 
Ebenen die Koordinatenebenen, Die Acbsen sollen der Reihe nack 
als X-, y-, ^-Ackse, die Ebenen als yjs-, gX', ^ 

*r^-Ebene bezeichnet werden, Fig. 97. 

Projiziert man einen Punkt M des 


Raumes mit Hilfe von Ebenen^ die zu den 








/ 

m/\ 







r' i 



A 


[7 



Fig. 97 


Achsen senkrecbt stehen^ auf diese, so ge- 
hort zu der Projektion auf der ir-Acbse 
eine bestimmte Zahl x, zu der Projektion 
Q2 auf der y-Achse eine Zahl y und zu 
der Projektion auf der ^-AcLse eine 
Zahl g, und diese drei Zahlen x, y, g sind 
geeignet, die Lage des Punktes M zu beschreiben. Denn nicht allein 
gehort zu jedem Punkte des Raumes ein und nur ein solches Zahlen- 
tripeP, auch umgekehrt fiihrt ein gegebenes Zahlentripel nur zu einem 
Punkte des Raumes, dem 0 gegeniiberliegenden Endpunkte des Parallel- 
epipeds mit X, y, g als Kanten. 

Bei dem beschriebenen Vorgang entstehen auch die Projektionen 
Punktes M auf den drei Koordinatenebenen 
Diese Projektionen haben in den betrefienden Ebenen die Koordinateii 
y ! g, gjXj xjy, wenn xjyjx die Koordinaten von M sind. 

In dem Linienzuge OQ^F^M sind alle drei Koordinaten des 
Punktes M zur Anschauung gebracht: xm OQ^, y in QiF^>, g in F^JSI, 
In der Folge wird daher in der Regel dieser Linienzug allein verzeichnet 
werden. 


Durch die drei Koordinatenebenen ist der Raum in acht Facher 
— OJctmten — geteilt, und jedem derselben entspricht eine andere 
Verb indung der Vorzeichen bei den Koordinaten seiner Punkte. 

Liegt ein Punkt in einer der Koordinatenebenen, so ist eine 
seiner Koordinaten Null; so bedeutet 2I{alb/0) einen Punkt der 
^u^z-Ebene. 

Liegt der Punkt in einer der Achsen, so sind zwei seiner KoordP 
naten Null; so ist z. B. MiOjllQ) ein Punkt der ^/-Achse. 

Nur im Ursprung sind alle drei Koordinaten NuU. 

Durchil!f(a/&/c), N{a/bj— c) ist ein zurit’?/-Ebene, durch lf'(a/&/ c)^ 
6/— c) ein zur ic-Achse, durch iKa/ljc)) N(—al’-hl—c) ein 
zum Ursprung symmetrisches Punktepaar bestimmt. 

218. Abstand eines Punktes vom Ursprung. Die Strecke, 
die den Ursprung mit dem Punkte M verbindet, erscheint als Diago- 
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nale in dem zugekorigen Koordinatenparallelepiped. Bezeichnet man 
ibre absolute Lange mit r, die Eoordinaten von M mit x, y, 0 , so ist 

r = + «/^ + (I) 


die Quadratwurzel mit dem absoluten Betrag genommen. 

FaBt man Xj y, 0 als variabel auf, so ist darch die Gleicbuug 
^2 ^ ^2 _ ^.2 

der Inbegrifif aller Punkte gekennzeicbnet^ die vom Ursprung den Ab- 
stand r haben; ihr Ort ist die mit dem Radius r um 0 beschriebene 
Kugel, (2) also die Gleichung dieser Kugel. 

219. Abstaud zweier Punkte. Legt man durcb zwei Punkte 
M^(x^lyj0i), ^ 2 ) zu den Acbsen senkrecbte Ebenen, so be- 

grenzen diese bei allgemeiner Lage der Punkte ein Parallelepiped, 
dessen Kanten an Lange gleich sind den absoluten Koordinatendiffe- 
renzen der beiden Punkte. Demnacb ist die absolute Lange d der 
Strecke bestimmt durcb 


d = yix^ — + (y, - y^f H- (.% - Ss (3) 

220. Bichtungswinkel einer Geraden. Eine Gesamtbeit 
von parallelen und gleicbgericbteten Geraden des Raumes ist binsicbt- 
licb ibrer BicMung durcb eine unter ibnen 
bestimmt; als solcbe werde diejenige, g, ge- 
wablt, die durcb den Ursprung gebt, Fig. 98. 

Die boblen Winkel, •welcbe g mit den 
positiven Ricbtungen der Acbsen bildet, — 
sie seien a, y — bezeicbnet man nicbt nur 
"^als ibre eigenen, sondernaucb als die 

winlcel jeder Geraden aus der erwabnten Ge- 
samtbeit. 

Durcb eine gericbtete Gerade sind die drei Winkel a, /3, y ein- 
deutig bestimmt. Das Umgekebrte trifft nicbt zu. Sind a, ge- 
geben, so kommt es darauf an, korperlicbe Ecken zu konstruieren, 
deren eine Seite XOY ist, wabrend die den Kanten OY, OX gegeii- 
iiberliegenden Seiten a, sind; das ist jedocb nur moglicb, wenn 

« -f /3 ^ ^ ^ ist; gilt das obere Relationszeicben, so ergeben sicb zwei 

korperlicbe Ecken, also aucb zwei Gerade mit den Ricbtungswinkeln 
a, p, deren dritter Ricbtungswinkel scbon bestimmt ist; gilt das untere 
Zeicben, so fallt die Ecke in die a:y-Ebene zusammen, es gibt nur 

eine Ecke mit den Ricbtungswinkeln a, /3, wabi'end der dritte ^ ist. Ist 



1) Und weiter a + + 

2 — 2 — 
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hingegen cc + ^ so ist keine Ecke konsti-uierbarj somit auck keine 

Gerade mit dea Riditungswiiikeln u, § moglich. 

Die Richtungswinkel einer Geraden sind also nicht unabkangig 
voneinander. 

Die Art der Abkangigkeit ergibt sick aus folgender Erwagung. 
Tragt man auf der Geraden die positive Strecke OJ/= r ab, so sind 
(leren Projektionen auf den Acksen die Koordinaten y, z des Punktes 
M, mitkin ist 

X y cos a 
If = rcosjd 
z = rtOBy: 


die Quadratsumme dieser Gleickungen ergibt mit Riicksickt auf (^1): 


cos® a + cos®/3 + cos® y = 1. 


(4) 


Man nennt cos^;, cos/il, cosy die Bich 
der Geraden g und jeder mit ihr 
parallelen und gleickgerickteten. Es bestekt 
also der Satz: Im re^'ldff'htUlytn Sif:iie)n ist 
die Summe der Quadrate der BicMungskosimis 
einer jeden Geraden gleicli 1. 

Ist beispielsweise a = 45®, /? = 60®, so 

kat man . . . . «, - 

|- + ti-cos-y = l, 


2 



Fig. 99. 


woraus cos y = + i; es gibt also zwei Ge- 
rade, die der gesteUten Bedingung geniigen, und ihre Ricktungswinkel 
sipd 45®, 60®, 60® und 45®, 60®, 120®. 

221. Winkel zweier Geraden. Um den Winkel c? zweier 
gerichteten Geraden g^, g^y Fig. 99, aus ikren Ricktungskosinus zu 
bestimmen, verlege man sie nack dem Ursprung und trage auf jeder 
vom Ursprung aus in positiver Ricktung die L*angeneinkeit auf; die 
Endpunkte M^y Jig dieser Streeken kaben dann die Koordinaten 
coscCi/cosjS^L/cosyi, cos ao /cos jdg/cos y^; folglick ist das Quadrat der 
sie verbindenden Strecke d (219): 


fl^ ^ (cos — cos 4- < cos — cos jSg)® + (cos y^ — cos y.,)® 
2 ~ 2 (cos cos «2 + cos cos 4- cos y^ cos y ^) ; 


andererseits folgt aus dem Dreieck 


mitkin ist 


rf® = 2 — 2cosco; 


cos CO = cos (x^ cos CC 2 + cos cos /Sg 4" cos y^ cos yg. 

Czuber, Hcihere Matliematik. 21 


( 1 ) 
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woraus 


Daraus berechnet sich ( 116 ) 

sin- 03 '== 1 — (cos cos + cos -cos + cos cos y^f 
= ( cos-oCi + cos-/3i + cos-y^) (cos^c^o + cos-/?^ + eosVo) 
— ( cos 0^1 cos 0^2 + COS/Sg eOSjSg + cosj^^ COS^o)^ 

= (cos/ 3 i cos 5/2 — cosj^g cos^i)- + (cosy'i cosc^g — cos 73 cosc^^ 

4 “ (cos cos /Sg — cos ^2 cos 

sinG3 = 


1 cos 72 — cos 1^2 cos 7i)^ + (cos 7i cos 0^2 — cos 72 cos +(COS cq cos jSo — cos OJg C< 

die Wurzel positiv genommen, weil co unter alien Umstanden hohl isi 
Aus (1) ergibt sicli die Bedingung fiir das Senkreclitstelien: 

cos 0^1 cos oTo + cos j3i cos jCio + cos 7 i cos 72 = 0, (3 

aus (2) die ftir den Parallelismus: 

cos cq cos j5^ cos yi ^ 

cos 0 .^ cos cos 72 ’ 


(4 


sind die Geraden aucb gleich gericbtet, so baben die drei Quotiente 
den Wert l,.iin andern Falle den Wert — 1. 

222. Baumliche Polarkoordiuaten. Die Lage eines Punkte 
im Eaume kann in bezug auf ein recbi 
winkliges Koordinatensystem auch infolger 
der Art beschrieben werden. Man gibt di 
Lange r der Strecke an, die den Pimkt I 
mit dem Drsprung verbindet { den Radiu 

Q Tektor), ferner den Winkel (f, den die Riel 
tung OP mit der positiven Richtung de 
5?-Achse, endlich den W'^inkel 6, den di 
Richtung OM mit der positiven Richtun, 
der ^-Achse bildet, Fig. 100. Die dr^ 
Zahlen r, % 6 bezeichnet man als die 7'amnliclien F6larkoo7'dinaten de 
Punktes M und schreibt Mi^'/cpjff), 

Urn aUe Punkte des Raumes beschreiben zu konnen, geniigt ej 
6 auf das Intervall (0, tc), cp auf das Intervall (0, 2 tc) zu beschi'ankei 
'wahrend r alle Werte aus (0, 00 ) annehmen kann. 

223. Flacheu. I. Eine Flache ist geometrisch definiert, wen 
ein Konstruktionsverfahren angegeben ist, durch das beliebig viel 
ihrer Punkte bestimmt werden konnen. 

Bezieht man eine so definierte Flache auf ein Koordinatensysten 
so hat die Binheitlichkeit des Konstruktionsverfahren s zur Folge 
dafi zwischen den Koordinaten eines Punktes der Flache eine fiir all 
Punkte gleichlautende Gleichung besteht, die man als die Gleichun 
der Flache bezeichnet. 




^ inkel zweier (ieraderi. Flclcheugleichungen 
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Unigekelirt entspriclit eiiier Gleichung zwischen Jen Koordinaten, 
wenu man sie in einem System deutet, im allgemeinen eine Flache, 
unter Umstanden ein System von Flachen. 

Diese letztere Aussage soil nun nliher erorfcert Tverden. 

1. Entlialt die Gleicliuiig nur eine der Koordinaten, lautet sie z. B. 

F(x)^0, ( 1 ) 

so liefert die Auflosung nach x eine oder mehrere Gleicliungen von 
der Form 

X = Uy 

wobei nur reelle Losungen in Betracbt gezogen werden soUen; 
das Gebilde aber, dessen samtliche Punkte ein und dasselbe x haben, 
ist eine zur i»-Acbse senkrechte Ebene: sind mehrere Losungen vor- 
handen, so bestimmen sie ebenso viele Ebenen dieser Art. 

2. Enthalt die Gleicbung zwei Koordinaten^ lautet sie beispiels- 
weise 

F{x,y)^% ( 2 ) 


so bestimmt sie, auf die .t‘i/-Ebene bezogen, eine Linie; es geniigen 
ihr aber, da sie s nicbt entbalt, aucb alle ^ 

Punkte des Raumes, die sicb in Punkte 

dieser Linie projizieren; der Ort solcber 

Punkte ist jene Zylinderflache, die die ge- ii/i 

dacbte Linie zur Leitlinie hat, und deren 

Seitenlinien der;^-Achseparallelsind, Pig. 101. ^ ^ 

3. Sind alle drei Koordinaten in der 1 

Gleichnng enthalten, hat sie also die Form ^ 

F(x, y, d) = 0, (3) I’lg- 101- 


so stelle man folgende Betrachtung an. Punkte des Raumes, deren 
^ ist, und die zugieich der Gleichung 

F{x, y, Cj) = 0 

geniigen, liegen auf einer Linie die sich in der zur a;^-Ebene 
parallelen Ebene im Abstande befindet, Fig. 102; in gleicher Weise 
fuhrt die Annahme ^ zu einer Linie deren y der Gleichung 

F{x, y,c^) = 0 

geniigen ; zu einer dritten solchen Linie Zg gelangt man durch die An- 
nahme ^ = Cg usw. Die Punkte aUer dieser Linien entsprechen der 
Gleichung (3). Stellt man sich nun vor, daB statt des unstetigen 
Ubergangs von einem' Werte des 3 zum anderen eine stetige Anderung 
erfol^, so werden auch die Linien I stetig aufeinander folgen und 
eine Plache beschreiben, deren Punkte der Gleichung (3) genugen. 
Diese Betrachtung gibt zugieich einen Weg an, wie man sich 

21 *^ 
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eine Vorstellung von der Grestalt einer Flache verscliafPen kann, deren 
Gleiclmng gegeben ist. 

11. Ist die Gleichung F(x, in bezug auf die Koordinaten 

algebraisck und vom ?^-ten Grade^ so wird 
die zugehorige Flache eine algebraische Flache 
n-ter Ordnung (oder Grades) genannt. 

Auf Grand der Gleichung (2)^ 218 ist 
die Kugel als algebraische Flache zweiter 
Ordnung zu bezeichnen. 

224. Littieu. Eine Linie im Raume 



\ h 



Ca. ‘ 





I’lg 102 . werden als SchniU meier Fldchen, Ihre 

analjtische Darstellung bestehtdaher in zwei 
koexistierenden Gleichungen zwischen den Koordinaten, hat also im 
allgemeinen die Form 

F(x, 2 /, = 0 I 

0(x, yy 3 ) 0. 1 


Eliminiert man eine der Koordinaten, so ergibt sich der Ort der 
Projektionen der Punkte der Linie, also deren FrojeMion selbst, auf 
der Ebene der beiden andern Koordinaten; so bestimmt die Gleichung, 
die aus der Elimination von z resultiert — sie heiBe 


(p {Xy y) = 0 (2) 

— die Projektion der Linie (1) auf der ^r^-Ebene. 

Da nun zwei Projektionen im allgemeinen ein Gebilde im Raume 
bestimmen, so sind zwei derartige Eliminationsresultate, etwa: 

(p{x,y)^Q ] . . 

i^(Xy 0) \ ^ ^ 

im allgemeinen geeignet, die Linie im Raume zu beschreiben. 

Die Gleichungen (3) lassen noch eine andere Auffassung zu. 
Nach 223, 2. stellt jede derselben eine Zylinderflache dar, die erste 
eine solche parallel zur jss-, die zweite parallel zur ^/-Achse, und die 
Linie im Raume erscheint als Durchschnitt beider. Es ist aber zu 
beachten, daB die beiden Zylinderflachen, zu denen die Linie im Raume 
gefuhi’t hat, auBer ihr noch eine andere Linie gemein haben konnen; 
so schneiden sich die zwei projizierenden Zylinder, die man durch einen 
Kreis im Raume parallel den genannten Achsen legt, im aUgemeinen 
noch nach einem zweiten Kreise, und es bedarf einer weiteren An- 
gabe, wenn man den ersten Kreis allein zur analytischen Darstellung 
bringen will. 

FGr die Untersuchung der Flachen sind deren eiene Schnitte von 
besonderer Wichtigkeit. flier soRen zunachst nur die Schnitte mit 



Liuiengleicliungen. Translation des Koordinatensystams. 


325 


den. Koordinatenebenen betrachtet werden. Man erbalt sie, indem man 
die Gleicbung der Flache: F {x, y, g) = Q, der Eeibe nach mit a; = 0, 
y = 0, s = 0 verbindet. 1st die Gleicbung F (x, y, z) = 0 algebraiscb 
Tom n-ten Grade, so werden es im allgemeinen ancb die Gleicbungen 

FiQ, y, z) = 0 
F {x, 0, 5 ) = 0 
F{x, y, 0) = 0 

sein. Eine algebraische Flciche n-ter Ordnung sclineidet also die Koor- 
dinatenebenen im allgemeinen nach algebraischen Linien n-ter Ordnung. 


§ 2. Koordinatentransfomation. 


225. Translation eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. Der tlbergang von einem rechtwinkligen Koordinatensjstem 
OXYZ, Fig. 103, zu einem andern 0'X'Y'Z\ das mit ihm parallel 


und gleich gerichtet ist, ist bestimmt, 
sobald die Koordinaten Xq, y^, des 
neuen Ursprimgs O' in bezug auf das 
alte System gegeben sind. Zwiscben 
den Koordinaten Xj y, z und x\ y\ &' 
eines Punktes M in den beiden Sy- 
stemen besteben dann die unmittelbar 
abzulesenden Grleichungen: 

x = x' 

2/ = i/o + 2/' ( 1 ) 

z ^ z\ 



die den tlbergang vom alten System znm neuen vermitteln; die imerse 
Transformation geschieht durch die Substitution 


X == X — 

y'-y-yo 


( 2 ) 


z = z 




226. Rotation eines rechtwink- 
ligen Koordinatensystems. Die ge- 

genseitige Lage zweier rechtwinkligen 
Koordinatensysteme OXYZ, OX'T'Z', 

Pig. 104, ist bestimmt, wenn die Rich- y' 
tungswinkel oder dieRichtungskosinus der 
gerichteten Achsen des zweiten Systems, 
als welches wir das neue ansehen woUen, in bezug auf das erste, das 



Pig. 104. 
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ursprQngliche. gegeben sind. Es seien demnacli 

^ 1 ? ^'*1 Richtungskosinus yon OX\ 

6 ? 3 , C 3 ,y jj OX ^ 

ferner 

X, y, z die Koordinaten von 31 im alten, 
x\ij', s' „ „ „ 31 „ neuen System. 

Die Projektion des Linienzngs OQ'P'3I auf die a;-Achse ist die- 
selbe yie die Projektion der Sti-ecke 031 auf die namliclie Achse, 
und diese ist xi man hat also die Gleichung x = a^x' + a^y' + < 73 ^'; 
ahnliche Gleichungen ergeben sick durch Projektion desselben Linien- 
zugs auf die y- und , 3 -Achse: man hat also fur den Ubergang voni 
alten zum neuen System die Substitution: 

it? = a^x'+ a^y'+ 

i/ = \x' + \y' -h 6g^' (1) 

= c^x' + e^y' + c^z'. 

Zwischen den Koeffizienten dieser Gleichungen bestehen aber ver- 
moge ihrer Bedeutung als Richtungskosinus dreier paameise zueinander 
seukrechter Geraden die folgenden Beziehungen [ 220 ^ (4.)*, ( 221 , (3.)]: 




+ ^\ 

= 1 

asUsH- b2b3+ CgCg- 

= 0 


at + 

It 


= 1 (2 

) a.a^-\- h^h^-jr CqC^ = 

= 0 

(3) 

^ 1 

Ci^ ”h 


+ ^5 

= 1 

+hh + ^ 1^2 = 

= 0. 


ist eine 

Folge dieser 

Beziehungen, da6 






+ !/' + 



(4) 


ist; diese Gleichung driickt die geometrisch eyidente Tatsache aus, da 6 
der Punkt 31 vom Ursprung des neuen Systems denselben Abstand 
hat wie vom Ursprung des alten ( 218 ). 

Man nennt eine Transformation der Koordinaten yon der Form (1), 
bei der also die Transformationsgleichungen in bezug auf beide Systeme 
yom ersten Grade sind, eine lineare Transformation^ insbesondere eine 
ortliogonahj wenn sie durch den Ansatz (4), oder, was das gleiche 
besagt, durch die Relationen ( 2 ), (3) gekennzeiehnet ist. 

Multipliziert man die Gleichungen ( 1 ) der Reihe nach xnit 
dann mit a. 2 j schlieBlich mit ag, ^ 3 , und bildet jedesmal die 

Summe, so ergeben sick mit Riicksicht auf ( 2 ), ( 3 ) die Gleichungen; 

x'= a^x + \y + 

y' + b^y + c^z ( 1 *) 

a^oc + \y + c^z , 

welche die inverse Transformation vermitteln. Da die Eigenschaft der 
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Ortliogonalitat erne gegenseitige isi wie die Gestalt von (4) zeigt, so 
bestelien zwischen den Koeffizienten auch die Itelationen: 


= 1 
= 1 

■4- c\ 4- = ^ 


= i) 

+ CgC/g = 0 


Die Determinante der neun Koeffizienten: 


1 


\ c\ 

Pi = K ^2 

gibt zum Quadrat ( 116 ). s ^ s 

ci/l *4“ 4r ci^ct^ “b t" "T 

i?^= ' -{- al + + q -f ^> 2^3 + ^ 2 ^‘a 

O ^ a .^ + ?>i&3 + ^2% + ^2^3 "T ^2^'s ^^3 + + <^3 

1 0 0 

= 010 =1: 

0 0 1 


es liangt somit der Wert von R von den speziellen Werten dei 
Koeffizienten nicht ab und kann nur 1 oder — 1 sein. Dies hangl 
noch von der Orieutienuijj der Systeme ab. 

Man sagt, das System OX'Y'Z' sei mit dem andern gieicl 
orientiert, wenn man diirch Drehung bewirken kann, daB die gleicli 
namigen und gleiehgericbteten Acbsen sich decken; es kann also danr 
OX'Y'Z' in eine solche Lage gebracbt werden, dafi 


= 1 , &i = 0 , q = 0 

^2 = 0 , &2 = 1 j q == 0 

ttg=0, i!^g=0, ^3=1, 


und dann ist it = 1 . 

Bei ungleicher Orientierung kann man die ic-Achsen gleichgerichte 
zusammenlegen und dann durch Drehung um diese gemeinsame Achs< 
auch noch die i/'Achsen gleichgerichtet zur Deckung bringen; die ^-Achsei 
werden dann v^ohl auch in eine Gerade fallen, aber ungleich gerichte 
sein; es kann also das System OX'Y' Z' in eine solche Lage gebrach 
werden, dafi 

«! = 1 , 61 = 0 , q = 0 

^2 = 0 , &2 = ^ > q = 0 

cig = 0 , 63 = 0 , q ~ 1 ? 


und dann ist U = — 1 . 

Bei gleicher Orientierung der Systeme ist also it = 1 , bei un 
gleicher Orientierung iJ = — 1 . 
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227. AUgemeine Transformation rechtwinkliger Eoor- 

dinaten. Der Ubergang von einem rechtwinkligen System zu einem 
andera, dessen Urspning die Koordinaten hat, und dessen 

Achsen die Eichtungskosinus 6 ,, {i = 1, 2, 3) besitzen, TaBt sich 
als eine Sakzession von Translation nnd Rotation darstellen; die zu- 
gehorigen Substitutionsgleicbungen ergeben sichdalier diircli Verbindnng 
der Gleicbnngen 225, (1.) mit 226, (1.) und lanten: 

X = a^x'+ CL2i/+ a^z' 

y-yo+ h^' + hy' + (i) 

Die inverse Substitution geht daraus durcli denselben ProzeB 
heiTor, der in 226 befolgt wurde, imd lautet: 

x=a^{x — Xo) + &i (2/ - 2/o) + t'l - ^o) 

2/'= a^ix — x^) + h{y~ya) + — (2) 

/ = a^(x — %) + bs(y - yo) + Cj(^ - . 

Im Anschlusse an die oben vorgefiihrten Transformationen recht- 
winkliger Koordinaten sei das folgende bemerkt. 

In alien Fallen war die Substitution beziiglicli der neuen und alten 
Koordinaten linear. Die Einfuhrung einer solchen Substitution in eine 
algebraische Funktion w-ten Grades andert an deren Charakter 
nichts, d. li. fuhrt wieder zu einer algebraischen Funktion des- 
selben Grades. Daraus geht bervor, daB die Ordnimg einer algebraischen 
Flaehe unabhangig ist von dem zugininde gelegten (Parallel-)Koor- 
dinatensystem, daB sie also eine der Flaehe als solcher zukommende, 
eine rein geometrische, Eigen schaft bezeichnet. 

228. Bechtwinklige uud. Folarkoordinateu. Der Zusaminen- 
hang zwisehen den rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes und den 
auf dasselbe Achsensystem bezogenen Polaikoordinaten ergibt sich 
aus Fig. 100. Aus den rechtwinkligen Dreiecken OP 31 und OQP 
folgt: 

X sin 6 cos 9 ? 

g rsinO sinep ( 1 ) 

z ^ rcosd . 

Die inverse Substitution wird durch folgende Gleichungen ver- 
mittelt, die sich in leicht ersichtlicher Weise aus ( 1 ) ergeben: 

r = + y^-\- 

X . y 

yar* + 2/*’ ^ ya:* + 2/* 

cos 0 , 

r ’ 


cos 9:' 


( 2 ) 
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die auftretenden Quadratwurzeln absolut genommen. Das mittlere 
Grieichungspaar bestimmt cp eindeutig in dem lutervall (0, 2 it). 

§ 3. Ebene nnd Gerade. 

229. Die G-leichung ersten Grades. Jede GleicJning ersten 
Grades in den Koordinaten x, y, z stelJt eine Ebene dar. 

Die allgemeine Form einer solcben GleichuQg ist 

Ax + By A Gz + D ^ 0 , 1 1) 

Um den Satz zu erweisen, geben wir von der Gleichung 

X 0 ( 2 ) 

aus, die samtliche Punkte der j/^-Ebene unseres Ko or dinatensy stems 
und nur diese kennzeichnet, also eine Ebene darstellt. 

Durch die allgemeine Transformation des Koordinaten systems ge- 
langt diese Ebene in eine allgemeine Lage gegen das neue Koordinaten- 
system, in welchem ihr, vermoge der in Kraft tretenden ersten Transfer- 
mationsgleichung 227, (1.), die Gleichung 

a’o+ a^x' A ~ 0 

zukommt. Sowie sich aber die geometrische Bedeutung der Gleichung" 
(2) nicht andert, wenn man sie mit einer Konstanten q multipliziert^ 
so gilt dies auch von der letzten Gleichung, die dann lautet: 

ga^x^A ga^y'A 0 ; 

schreibt man fiir die Zahlen 

g ci^ , gctf> 7 7 

die der Bedingung unteiiiegen, daB ihre Quadratsumme p- sein muB,. 

die Buchstaben . ^ ^ 

. 1 , If, U 

und fiir gx^ den Buchstaben D, und betrachtet man das neue Koor- 
dinatensystem als das urspriingliche, so gelangt man tats*achlich zu 
der Gleichung (1). 

TTbt man auf (2) statt der allgem einen Transformation eine Ro- 
tation aus, so geht die Ebene durch den Ursprung des neuen Ko- 
ordinatensystems; da in diesem Falle Xq, also auch D 'Nvll ist, so 

enteprichl' Ax + Bii-t-Oz-O (3) 

einer Ebene, die durch den Ursprung geht. 

Auf Grund der in 223 gepflogenen Betrachtungen erkennt man 
weiter, daB eine Gleichung ersten Grades, die nur eine der Koordi- 
naten enthalt, eine zur Ebene der beiden andern parallele Ebene dar- 
stellt, also z. B. die Gleichung 

Ax -f D = 0 


( 4 ) 
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eine ziir ;/>Achse senkreelite Ebene: nnd daB weiter eine Gleichung 
ersten Grades mit zwei Koordinaten einer Ebene zugehort. die anf 
der Ebene dieser Koordinaten normal steht nnd zu den beiden andern 
Koordinatenebenen geneigt ist; so entspricht der Gleichnng 

Ax + By + D = 0 

eine Ebene, die znr xy-^hene senkrecht, zur yg- und ^^r-Ebene ge- 
neigt ist. 

Am Schlusse von 224 ist festgestellt.worden, daB eine algebra- 
ische Elaclie >i-ter Ordnung durck eine Koordinatenebene nack einer 
algebraiseken Kurve «-ter Ordnung gescknitten wird. Da nun durck 
eine Koordinatentransformation einerseits die Ordnung der Elacke 
nickt geandert wird (227), andrerseits die schneidende Ebene in eine 
allgenieine Lage zum Koordinatensystem gelangt, so ist es ein Meric- 
mal der alyehraischen Fldchen. dafi sie (lurch Ehenen nacli algebraiseken 
Kurren der (jleichen Ordmmg gesclmiUen iverden. 

230, Anzahl der Koustanteu, G-leichung der Ebeneu 
diirch einen Ptmkt. Die allgemeine Ebenengleickung 

Avi' -[■ By 4" Cg JD ^ 0 (1) 

entbalt vier Koeffizienten, die sick aber anf drei Konstanten reduzieren; 
es gekt dies aus der im Gange ihrer Ableitung 229 gemackten Be- 
merkung kervor, daB nack erfolgter W akl von p die Koeffizienten A, B, C 
einer Bedingung unterliegen, leuehtet aber auck daraus ein, daB man 
durck einen Koeffizienten dividieren und die drei entstekenden Koeffi- 
zientenverkaltnisse als neue Konstanten einfiikren kann. 

Daraus folgt, daB durck drei Bedingungen eine Ebene im all- 
gemeinen (ein- oder niehrdeutig) bestimnit ist. Sind ikr weniger als 
drei Bedingungen auferlegt, so bleibt eine Unbestimmtkeit iibrig, die 
zur Folge kat, daB man zu einem unendlichen System von Ebenen 
gefukrt wird, die den Bedingungen geniigen. 

Wird von der Ebene verlangt, sie solle durck einen gegebenen 
Punkt ATilvi'i yi'gi) geken, so vermindert sick die Zakl der Konstanten 
um eine, und es bleibt eine zweifacke Unbestimmtkeit iibrig; denn die 
Eorderung fdkrt zu dem Ansatze 

Ax^ + By^ 4 - 4 - = 0 , 

und bei seiner Subtraktion von (1) entfallt D; die entstandene Glei- 
cliung - a?! I + B(y — «/j) + C{z - a J = 0 (2) 

entkalt nur mehr drei Koeffizienten, also zwei Konstanten. 

Die Gesamtkeit der Ebenen durck einen Punkt JSfj nennt man 
einen Bbenenhiindel, seinen Trager; (2) ist also die Gleickung 
eines Ebenenbtindels. 

231. G-leichimg der Ebene, die durch drei gegebeue 
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Funkte geht. Soil die Ebene auBer dnrch noch durch dh 
Punkte und gehen, so gilt es, aus den 

Ebenenbiindel (2) diejenige Ebene aiisziilosen^ die dieser Forderunt 
geuugt; fiir sie muB notwendig 

A{x2 — + -B(^2 — y^) — • ^i) = 0 

A(xs, - + B{y^ - 2/i) + C'(>3 — = 0 

seiu, Durch dieses Gleichungspaar sind die Yerhaltnisse der Koefii 
zienten, diese selbst also bis auf einen konstanten Faktor^ der x heiBei 
nioge, bestiunnt-, es ist namlich 


% 






Ih-Vi H 


JB^y. - 

— z'\ U’o — 




'1 ' 

x^ — x^ 

' X^ — X. 


1 

3 ” ^ 1 

y-i-Vi 

Vz-Vi 


X 

a-o — X, 


Demnach lautet die Gleichung der verlangten Ebene: 

\y.-y. ..-.i 

! Vz ^8 , ^3 


kurzer geschrieben 


x^ — 

^3-^1 


Ik - Ik 
Vz-Vi 


{s - = 0 , 


x — x^ y-y^ s — z^ 

Vi-Vi h — = 0 > 

2/3 -^1 ^3-^1 

und nach einer weiteren Umformung ( 107 ): 

X y 8 1 
3=1 2/i 1 _ ^ 

^2 ?/2 h 1, 

^3 Vz 


(3 


(3=^ 


Pur die Durchfuhrung in speziellen Fallen ist die Foi*m (3) be 
Bonders geeignet. Soli beispielsweise die durch 

ilf,(6/ 2/-1) 

ilfj(4/-2/ 3) 

1/3(5 /-!/- 2) 

ffehende Ebene bestimmt werden, so bilde man die Dififerenzen au 
den Koordinaten des zweiten und dritten Punktes gegeniiber dem erstei 

-2 -4 4 

-1 -3 -1 
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und aus dieser Matrix die drei Deterininanten zweiten Grades: 

16 6 2: 


daiiii ist 


16(a; - 6) — Q(y — 2) + 2(z + 1) = 0 


und in endgiltiger Form 


- 41 = 0 


Sa; — 3i/ + , 
die Gleichung der Ebene. 

232. Segmeutgleichuug der Ebene. Eine Ebene^ die durch 
den Urspinng des Koordinatensystems geht, scbneidet die Koordinaten- 
ebenen nacb drei Geraden, die ebenfalls im Urspmng sick schneiden. 
Bei allgemeiner Lage der Ebene bilden aber diese Schnittlinien ein 
Dreiseit, das Simreyidreiseit, dessen Eckeii A, JB, G, Fig. 105, in den 
Acbsen liegen. Die Abstande des Ursprungs von diesen Eckpnnkten, 
als relative Strecken aufgefaBt, nennt man die Acbsensegmente der 

Ebene; sie mogen mit a, c bezeicbnet 
werden. 

Die Gleichung der Ebene mit diesen 
Segmenten als Konstanten darstellen kommt 
darauf hinaus, die Gleichung der Ebene zu 
bilden, die durch die drei Punkte 

A(a/0/0) 

apio/c) 

geht. Wendet man hierauf das eben erklarte mechanische Verfahren 
an, so gelangt man zuerst zu den Koordinatendififerenzen 

— a h 

— a 0 

dann zu den Determinanten 

he ac ah 

und schlieBlich zu der Gleichung der Ebene 

hc{x — a) + cay ahs = 0, 
die nach Division durch ahe die Gestalt 

- + f + " = i (1) 

annimmt. 

TJm die allgemeine Gleichung 

Ax + By + Cz + D ^0 

auf diese Form zu bringen, hat man durch — D zu dividieren: mit- 



0 
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hin driicken sicli die Segmeute durcli die Koeffizienten wie folgt aus: 







Beispielsweise liat die Ebene 2a; — 3^/ + 4^ + 12 = 0 die Seg- 
mentgleiclinng 





aus der man sich fiber die Lage der Ebene rasch orientiert. 

233. Hessesche Normalgleichung. Zur TJntersclieidung der 
beiden Seiten einer Ebene, die nicht durch den Ursprung geht, kann 
man ihre Lage gegen diesen beniitzen. Wir setzen fest, die vom 
Ursprung abgewendete Seite gelte als die positive, die ihm zugewendete 
Seite als die negative. 

Damach. kann nun auch die Normale der Ebene in bestimmter 
Weise gerichtet werden. Als positive Ricktung der Normalen gelte 
diejenige, die von der negativen Seite der Ebene zur positiven ver- 
lauffc: die positive Normale durcli den Ursprung geht also von diesem 
gegen die Ebene kin. 

Bei einer Ebene, die durck den Ursprung gekt, muB kieriibei 


eine besondere Festsetzung getroffen werden. 

Man kann nun zur Besckreibung einer Ebene die Ricktungswinkel 
Oder Ricktungskosinus ikrer positiven Normale und die absolute Lange 
des vom Ursprung zu ikr gefiikrten Perpendikels beniitzen. 

Sind a, jS, y die Ricktungswinkel der positiven Normale n 


Pig. 106, ist p die absolute Lange des 
Perpendikels ON und bezeicknen a, i, c die 
Acksensegmente, so gelten unter alien Um- 
standen die Ansatze: 


p ^ a cos « = 6 cos = c cos y. 
Erweitert man also in der Segment- 


gleickung 


“^ + f + - = i 

a b ' c 



Pig. 106. 


die Grlieder der linken Seite der Reike nack mit cos«, cos/3, cosy 
so gekt sie unter Beacktung der vorstekenden Relationen iiber in 

X Qosa + y cos ^ + 0 cos y — p = 0. (1'^ 

Diese Grleickungsform der Ebene wird als deren Hessesche Normal 
gleiclmng bezeicknet. 

Urn die allgemeine Gleickung 

Ax + By 4- + D = 0 (2' 

auf diese Form zu bringen, kat man sie mit einem derart. gewaklter 
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Faktor a zu multiplizieren, daB 

sei, damit JiA, 2J5, XC die Kosinus einer Geraden vorstellen; die 
positive Riclitiing dieser Geraden h^gt davon ab, ftir welcben der 
beiden Werte von 

~ sf/A- -TS- + 

man sich entscheidet; bier stebt aber die Wabl nicbt mebr frei, weil 
XDy das die Bedeutnng von —p hat, negativ sein muB; mitbin ist 

£ = — sgn D (4) 

zu nebmem Hiernacb lautet die Gleicbung der obigen Ebene (2) 
in Hessescber Normalform: 


— sgn D yA^~'+ R- + C- 

Beispielsweise kommt der Ebene 2x — By 
Hessescbe Normalgleicbung 

2iC — By — 

— yss 

zu, ans der man unmittelbar abliest: 


( 5 ) 

6^ + 6 = 0 die 


-« = 0 


cos a 


— ^ 1 , oosB 


1'BS’ 


cos y — 


Y'bs ^ 


6 

== — - . 
] 38 


234. Abstaud eiues Punktes vou einer Ebene. Die Ebene 
sei durcb ibre Hessescbe Normalgleicbung 

X cosa + y cos p s cosy — p) = 0 , ( 1 ) 

der Punkt, il/^, durcb seine Koordinaten Xq, Sq gegeben. Er kann, 

wenn er nicbt in der Ebene liegt, auf der 
positiven oder negativen Seite derselben 
liegen; die Bestimmung des Abstandes soli 
so geregelt werden, daB sicb dieser Lagen- 
unterschied im Yorzeicben ausdrdckt. Dies 
wird in folgender Weise erreicbt. 

Projiziert man den Linienzug 0 
Pig. 107, dessen Seiten die relativen Langen 
^ ^ Xq, y^, Zq besitzen und mit n der Eeihe 

nacb die Winkel «, /3, y oder deren Supp- 
lemente einschlieBen, je nacb der Richtung der Strecken 0 Qq, QqFqj F^Mq, 
auf Uj so bat die Projektion OM unter alien Umstanden die relative 
GroBe 

OM == Xq cos a + j/q cos ^ cos y, 
und zwar fallt sie *positiv oder negativ aus, je nacbdem OM die 


4 72^ 

c 


4v\ 



y 
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Richtung von n hat oder die entgegengesetzte. Siibtrahiert man 
hiervon p, so ergibt sich der Abstand d des Punktes von der 
Ebene mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem 21^ 
anf der positiven oder negativen Seite der Ebene liegt: es ist also 
mit dieser Unterscheidnng 

(5 = iCo cos « + cos + z'q cos 7 — i>. (2) 

Ersetzt man also in der Vmlcen Seite der Hesseschen Sornvd- 
gleichung einer Ebene die verdnderlichen ij, z durch die Koordinaten 
irgend tines FunUes, so ergibt der Ausdruck den Abstand dieses PunJctes 
von der Ebene, und swar mit dem positiven oder negativen Zeichen, 
je nachdem der Funld auf der positiven oder negativen Seite der Ebene 
liegt 

Ist die Gleichung der Ebene in der allgemeinen Form 

Ax + By + Cx + i) = 0 (3) 

gegeben, so hat man sie nach dem in 233 angegebenen Verfahren in 
die Normalform uberzufiihren; darnach erhalt man 

— sgnDl/^2 + J5-+C' " ^ 


Von der Ebene haben die Punkte Pj (— 3 /4 / 5)^ 

Pg (4 / — 2/ — 1) folgende Abstande: 



23 

3y' 6 ’ 


es liegt als Pg auf derselben Seite der Ebene vrie der Ursprung, P^ 
auf der entgegengesetzten. 

235. Bauminhalt eiues Tetraeders. Es seien vier Punkte 
durch ihre Koordinaten gegeben: 


i = 1, 2, 3, 4; 


man soli das Vohimen des Teti’aeders bestimmen, dessen Eckpunkte 
sie sind. 

Wahlt man das Dreieck als Basis, bezeicknet seine ab- 

solute Flache mit J, den Abstand des Tierten Punktes von dei- 
Ebene dieses Dreiecks mit 8, so kann man fur den Inbalt die Eormel 


J =\^8 


( 1 ) 


ansetzen*, dadurch ist J als eine relative GroBe dargestellt, deren Vor- 
zeichen mit dem Vorzeichen des 8 tibereinstimmt. 

Schreibt man die Gleichung der Dreiecksebene in der 

Form 231^ (3*^): 
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, X y B 1 

■ y% 1 

Xi Hi Si 1 

Vi ^4 1 


!= 0 , 


bezeiclmet die Koeffizienten von x, y, z mit und das 

absolute Slied mit so ergibt sick naeb der Vorscbrift vor 
233, (5): 

Vi % 1 
«2 2/2 ■®2 1 
Xi Vi S^ 1 

a ^4 2/4 ^4 1 


d = 




«2 *2 1 
Zj_ 1 


^ xtj 


W, 1 ' 

" I 

«S 2/8 1 I 
a;* 2/4 1 1 


Nun aber bedeuten 

; 2/2 h 1 

4^ * ! % ^3 1 ' 

‘ 2/4 1 -4 

die doppelten Irdialte der Projektionen des Dreiecks an 

den Ebenen ysi, zx, xy (181); diese Projektionen ergeben sich abe 
aucb. durcb. Multiplikation von ^ mit den Ricbtungskosinus dei 
Normale von infolgedessen ist Y -f- Jlx + = 2^ 

Setzt man dies in den Ausdnick fiir d und diesen sodann in dii 
Oleicbung (1) ein, so wird 

I 2/i -^1 1 I 

J=-sgnd^-\ ' ■ ; 

I 2/4 ^4 1 I 

darin ist 

' ^2 2/2 ^2 
~ 2/3 •‘a • 

i 2/4 ^4 

Fallt der Punkt in den Ursprung, so gibt die Formel fur 
J den Inbalt des Tetraeders aus und 0, namlich 

0 0 0 1 

2/2 ^3 1 

Xi Vs s^ 1 

. 2:4 2/4 ^4 1 ' 

der bei den getroffenen Festsetzungen notwendig negativ ausfallt. 


Ji sgn^i • i 


= -isgn^, = I, 
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Ein neues zeichenbestimmendes Moment fur J ergibt sichj ■wenn 
man auf der positiven Seite der Ebene eine positive 

Drehungsrichtung annimmt und nach dieser das Vorzeichen von ^ 
bestimmt (181). Setzt man 

1 

Xc, 2 /q 1 

^ I/b ^ ‘d ^ 

‘^4 1 


SO gibt die Formel den Eauminlialt des Tetraeders je nach seine] 
Anordnung gegen das Koordinatensystem positiv oder negativ; eii 
spezieller Fall wird dariiber naheren AnfschlnB geben. Yerlegt mar 
nach 0, ikfg? -34, 31^ in die positive x-^ bzw. y- mid ^-Achse ir 
den Abstanden a, i, c voni Ursprung (a ><4 & > 0, ^?>0), so gib 
die Formel (2) 

0 0 0 1 


^ a 0 0 1 

' 0 & 0 1 

0 0 f 1 


laic, 


also ein negatives Resultat; das Dreieck 31^31^31^ zeigt jetzt, von ( 
ans betrachtet, den entgegengesetzten TJmlanfsinn des Uhrzeigers 
wahrend es von der positiven Seite der Ebene ans gesehen, dei 
Drehnngssinn des Uhrzeigers selbst anfweist. 

Es gibt also die Formel (2) den Inhalt des Tetraeders posith 
wenn von 31^ ans der Umlaufssinn von J/g 34-34 als 
der des Uhrzeigers erscheint, im andern Falle negative) 

236. Winkel zweier Ebenen. Solange die 
Seiten der Ebenen nicht unterschieden^ ihre Normalen yv 
also nicht gerichtet sind, kann von einem bestimmten 
Winkel der Ebenen nicht gesprochen werden. Hat 
man aber fiir jede Ebene die positive Seite nnd damit fiir ihr 
ISTormale die positive Richtung festgesetzt, dann soli nnter dem Winke 
der beiden Ebenen der (hohle) Winkel ihrer positiven Normalen vei 
standen werden. 

Halt man an den Festsetzungen in 233 fest, und sind die Ebene 
in der Normalform 


1) Diese Kegel gilt fur die hier gewahlte Orientierung des Koordinater 
systems, bei der vom Ursprung aus betrachtet die positiye a?-, y~ nnd ^-Achse ii 
umgekehrten Sinne der Uhrzeigerdrehung aufeinander folgen; andert man di 
Orientierung nach der Arb der Fig. 108, so kehren sich die Angaben um. (Vg 
0. Staude, x^nalyt. Geometrie etc., Leipzig 1905, p. 151;. 

Ozu'ber, Hohere Mathezuatik. 


•22 
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XGOsa^ + 2/cosjSj + geos = 0 (1) 

iUCOSCJg + ^/cos/Sg + ^COSJ^2 — i^2 == 0 ^ (2) 

gegeben, so bat man fiir den definierten Winkel unmittelbar den 
Ansatz (221): 

COSCD ~ COSC^lCOSttg + cos/d^cos/Sg + cos^^i COS^^g. (3) 

Von da aus gestattet aucb der aJlgemeine Fall, daB die Ebenen 
durch 

A^x + B^y + + A = 0 (4) 

A^x + B^y + Cg^ + A “ ^5 (p) 


gegeben sind, einfacbe Erledigung; man denke sicb diese Grleichnngen 
anf die Normalform znruckgefuhrt nnd bat dann 


cos CO = 


wd., ^ 4" -^1 -^s H~ ^3 

sgn Dg }/?Al + BI + q)iAI +~BJ+ Ct) ’ 


( 6 ) 


daraus bereebnet sicb 


sm“(D 


(Al + BI+ Cl) (At +BI+ 61) ^ (A, A, +B,B, + C, C,Y 
{Al + m + Cl) {Al + BI + Cl) • 

nnd seblieBbeb (116) 


sm CD 


■v 


{B, C, - B, C^+ (G, A, ^C,A,)^ + {AB , - A, B,Y 
(A? + 5l + Cf)(A| + Bi + Ci) 


( 7 ) 


die Wnrzel positiv genommen, weil © ein bohler Winkel ist. 

LaBt man in der Formel (6) den Zeicbenfaktor weg, so bestimmt 
sie einen der Winkel der nngeriebteten Normalen; Formel (7) bestimmt 
beide als snplementare Winkel. 

Fiir die Ebenen 

3a’ — 2y — 4;e: + 3 = 0 
xA-oy — 2z — 
ergibt sicb beispielsweise 

1 

cos Gi = TZizrr 

y870 

nnd CO == 9 P 56" 34^", 4 als MaB des Keils, dem der Ursprung niebt 
angebort. 

237. Senkrechte uud parallele Ebenen. Aus den eben ab> 
geleiteten Formeln lassen sicb die Bedingnngen ablesen, unter welcben 
zwei Ebenen 

A^x + B^y A 0 (4) 

A2X A -A ^ ”1” ^2 ~ ^ (^) 

aiifeinander senkrecht steben, beziebungsweise parallel sind. 

Formel (6) zeigt, daB die Ebenen anfeinander senkrecht steben, 
wenn 

A^A^ + A A + A A ^ A (8) 
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weil dann und nur dann coso3==0 ist; nnd Formel (7); dafi sie pi 
rdllel sindj wenn 


4i 

A, R. ^ 


weil dann und nur dann sin co = 0 ist. 

Auf Grund dieser Merkmale erkennt man also die Ebenen 
3a5 — 2^ + 2;2r — 1 = 0 
Ax + 4^/ — 2^ + 3 *= 0 
als aufeinander senkrecht, die Ebenen 

25; — 32/— ^ + 4 = 0 
— 45; + 62 / + 2^ — 5 = 0 

als parallel. 

238. Ebeuenbiischel, bestimmt durch zwei Ebenen.. Zw 

Ebenen 

A^x + B^y + = 0 (I 

E^ — A^x + J?g 2 / + ^ 2 ^ + Dg = 0 

bestimmen einen Ebenenbuschel als Gesamtheit der Ebenen, die dure 
ihre Schnittlinie geben. AUe diese Ebenen sind in der Gleicbung 

E^ — kE^ — Ai5; + E^y + G^s + Di — k(A^x + E 2 I/ ^ 2 ^ ” 1 " -^ 2 ) = 0 (; 

enthalten. In der Tat stellt diese Gleicbung, weil Yom ersten Grs 
in 5 ;, y, 0 , eine Ebene dar, und da sie durcb jeden Punkt be&iedij 
wird, der (1) und (2) zugleicb erfiillt, so entbalt die Ebene die g 
meinsamen Punkte der Ebenen E^, E^, gebt also durcb deren Sebnit 
linie. Durcb Spezialisierung des Parameters X wird eine bestimm 
Ebene aus dem Biiscbel berausgehoben; bei A = 0 ist es die Ebene JB. 
bei X = 00 die Ebene iJg* 

Die drei Gleicbungen 

E^==0, E^^O, E^ — XE^^O 

baben die Eigenart, daB sie nacb Multipbkation der ersten mit — 
und der zweiten mit X zur Summe eine identisebe Gleicbung babei 
man kann diese Bemerkung dahin verallgemeinern, daB drei Ebene 
E^, E^p jBq, zu deren Gleicbungen sicb Multiplikatoren b 

stimmen lassen derart, daB 

E ^ + ^ 2-^2 + ® 


ist, durcb eine Gerade geben. Denn, aus dieser Identitat folgt 










somit ist 0 gleicbbedeutend mit jEi + ‘ E^ 




0 Oder E^— XE^^ 


22 
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^enn — 1 gesetzt wird; das heiBt aber, dafi dem Biiscbe 
der Ebenen J?2 angebort. 

Durcb eine Bedingung ist eine Ebene des Biiscbels bestimmt. 
Verlangt man diejenige Ebene^ die durcb den Pimkt 
gebtj so bestimmt sich I ans der Porderung 

-^1^0 ~l” "b ^1^0 "b ^2^0 ”f” ^ 2^0 "b -^2) “ 

die Gleicbung der betreffenden Ebene kann also in der Form 
+ JB^y + Ao^ + -^22/ + ^2^ _ q 

+ + + -^2^0+ ^ 2^0+ -^2 

gescbiieben werden. 

Soli diejenige Ebene des Buschels bestimmt werden, die zu de 
Ebene 

Ax + Sy + G 0 + I) ^ 0 (5 

senkrecht steht, so bat man die Bedingung fiir die senkrecbte Stellunj 
der Ebenen (3) und (5) aufzustellen, die da lautet: 

(A, - XA,)A + (JS, kB^)B + (0, ~ A a) C = 0; 
bringt man sie in die Oestalt 

AA^ BB^ 4“ GC-^ — - Z(^AAL2 4" BB 2 4" GG^ — 0, 

und eliminiert aus ibr und (3) den Parameter, so ergibt sicb 

I A^x 4- B^y Ax 4- B^y 4- 0^2 ^ _ q /q 

AA, + BB,+ GG, AA,+ BB,+ GG, ” ^ 

als Gleichung der verlangten Ebene. 

239. Teilimgsverhaltuis im Ebenenbuschel. Die beide 
Crrundehmien des Btiscbels seien in der Hessescben Normalform gegeber 

X cos 4“ 2/ ^ cos 'y^’- 0 (1 

X cos 4- y cos /32 4- ^ cos y 2 ~ P 2 "^ 0; (2 

dann ist 

(3 

die Gleicbung des Biiscbels. 

Die Grundebenen teilen den Raum in 7ier Winkelraume, die sic 
in zwei Paare einander gegeniiber liegender Raume unterscbeiden lassei 
wofem keine der Ebenen durcb den Ursprung gebt: jenes Paar, der 
der Ursprung angebort, beiBe der innere, das andere der du^ere Winke 
raum. Dem inneren Winkelraum wenden beide Ebenen gleicbartig< 
dem auBeren ungleicbartige Seiten zu. 

Ist eine lestimmte Ebene des Biiscbels und Mixlyjd) eine 
ibrer Punkte, der nicbt zugleicb R^ und R^ angebort, so haben di 
Ausdrucke jff^, R^ mit seinen Eoordinaten gescbrieben die Bedeutun 
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der relativen Abstande des Punktes il/ von den Grundebern 

des Biiscbels, somit gilt in Beziebung auf diesen Punkt die Gleicliun 


aus der 


63- Adg-O, 




folgt; y ist aber auck das Sinus verbaltnis der Placbenwinkel, 
welche die Ebene jH; den Flaebenwinkel teilt, so daB au< 


ist, Pig. 109. 


3m(^^ H/.) 
sin (SkB^) 


(A) 


Durcbsetzt den inneren Wii-kel- 
ranm, so sind gleick bezeicbnet, A 

daber positiv; durcbsetzt den auBeren 
Winkelraum, so sind 6^, 6^ ungleicb be- 
zeicbnet, A also negativ. 

Sind insbesondere do dem Betrage nacb gleicb, so balbic 
die Ebene den betreffenden Winkekaum und ist im innern Ram 
duvcb A = l, im auBeren durcb A = — 1 gekennzeicbnet, so daB c 
Gleicbungen dieser zwei winkelbalbierenden Ebenen svmboliscb 



zu scbreiben sind. 

Bei der allgem einen Darstellung der Grundebenen: 

JE^ — A^x B^y + + Dj = 0 

= A 2 X + B^y + 0^2^ + Z)2 = 0 

bat man sicb zu erinnem, daB 

r. rr E. 


( 




sgnAV^f + ^f-hGf 


= 0, S2=- 


sgnDg YAI + + Cl 


ibre Normalformen sind; infolgedessen scbreibt sicb die Gleicbung 

— XE 2 = 0 

nunmebr so-. 

sgaD, . S,V^~+ JBl + Cl -XsgaD, • ^ ^ = 0 , 

und es hat jetzt X die folgende Bedeutung: 

X = ±?Eh3 sin (JS, Ei) _ . 

sgn Bl '+ (7| sin -®s) ’ ^ 

Die Gleichungen der winkelbalbierenden Ebenen aber lauten in sy 
bolischer Schreibweise: 
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El 






:r.+ 


sgnDji/ll + BI + CI 

J5.. 


0 , 


= 0. 


sgnDiyj.fH-JBf + df ' sgnD,yi|4-Bi + C| 

240. Ebeneubwdel, bestimmt durch drei Ebeueu. 

Ebenen = A,x + B,y ^ 0 

= A^co + E^y + — 0 

•^3 ~ ^3^ + + ^8^ + -Ds = 0 


( 10 ) 

( 11 ) 

Drei 

( 1 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 


bestimmen einen Ebenenbiindel als Gesamtbeit der durcb ibren gemeiii- 
samen Punkt gebenden Ebenen. Alle diese Ebenen sind in der mit 
den unbestimmten Multiplikatoren X, ^ gebildeten Gleicbnng 

— XE^ — iiE^^O (4) 

entbalten: denn diese Gleicbung stellt bei jedem X, y, eine Ebene dar 
■and wird durcb dasjenige Wertsystem y, z befriedigt, das den 
Gleicbungen (1), (2), (3) zugleicb geniigt. 

Die vier Gleicbungen 


2/^=0, E^ — 0 j jBg = 0 , E^ — XE.2 — y,E^ — 0 

geben, nacbdem man die erste mit —1, die zweite und diitte mit X, 
bzw. ft- multipliziert bat, zur Summe eine identiscbe Gleicbung. Um- 
gekebrt, bestebt zwiscben vier linear en Funktionen E^, E, 2 , E^, E^ 
von x^ y, z eine identiscbe Gleicbung von der Form 

"T 0, 

SO laBt sicb eine der vier Gleicbungen E. = 0, z. B. £'4=0, durcb 
die andera in der Gestalt (4) darsteUen; denn aus der Identitat folgt 


771 ^1 77 - 7 ? TP 

-^4 V. V ^8 ? 

*4 *4 *4 

und die Gleicbung E^^O ist biernacb gleicbbedeutend mit 


E^ — XE,2 — ftJ?3 = 0, 


wenn 


= — 2, — gesetzt worden ist. 

"j. '^1 

Man kann also sagen: Wenn slchzu den QleichmigenE^^O{i^ 1,2, 3, 4) 
i' 0 }t vier Ebenen Midtiplikatoren ^3? ^4 bestimmen lassen derarf, 


dafi 


7 C^E^-\- -®2 + ^3 A's + 3 « 4 £4 = 0 


ist, so gehen die vier Ebenen durch einen PunU. 

241. Beispiele. 1. Die Halbierungsebenen der Flacbenwinkel 
eines Dreikants schneiden sicb in einer Geraden. 

Ordnet man das Koordinatensystem so an, dafi sein Ursprung im 
Innern des Dreikants liegt, und sind 



Ebenenbiischel. Merkmirdige Tetraedei-punkte. 


34; 


die Hesseschen Normalgleicliungen der drei Seiten, so sind 

die Halbierungseberien der inneren Winkelraume, die durch die dre 
Seitenpaare bestimmt sind, und da ihre Summe eine identiseke Glei 
chung ergibt, so geken diese drei Ebenen darck eine Grerade. 

2. Die Halbierungsebenen der Flackenwinkel eines Tetraeders 
sckneiden sick in einem Punkte fMittelpunkt der dem Tetraeder ein 
gesckriebenen Kngel). 

Der Ursprung sei wieder im Innern des Tetraeders und die Seiten 
flacken mogen^ in Hessescker Normalform gesckrieben, die Gleickungei 

i?3=0, ir^=o 

besitzen. 

Bringt man die vier Seitenflacken in irgend eine Reikefolg 
a, /S, y, d) so sind damit vier Kanten (ajS), (|3y), (y6)j {dec) bestimmi 
die einen zusammenkangenden sick seklieBenden Kantenzug bilder 
und die Halbierungsebenen langs dieser Kanten sekreiben sick: 

da die Summe dieser Gleickungen identisck versekwindet, so geke: 
die vier Ebenen durck einen Punkt. Diesem Punkt kommt aber di 
von der Wakl der Reihenfolge unabkangige Eigensekaft zu, daB er voi 
alien Tetraederseiten gleicken Abstand kat; denn im Sinne der letztei 
Gleickungen ist, mit seinen Koordinaten gesekrieben: jEfy =* 

folglick geken durck diesen Punkt alle seeks Halbierungsebenen. 

3. Die Halbierungsebenen von drei inneren Flackenwinkeln eine 
Tetraeders sckneiden sick mit den Halbierungsebenen der auBere^ 
Flackenwinkel an den drei iibrigen Kanten in einem Punkte (Mittel 
punkte der dem Tetraeder angesekriebenen Kugeln). 

Die Anordnung des Koordinatensystems gesekeke wie vorkin. Di 
Halbierungsebenen der inneren Flackenwinkel zwiseken den Seitei 
Hy kaben die Gleickungen 
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die Halbieriingsebenen cler auBeren Winkel an der Seite sind dann: 

4 + - 3 ^= 0 . 

Kombiniert man korrespondierende Paare aus beiden Tripeln, 
also z, B. 

s-„+fl^=o 
a;,+ j,= o, 

SO ist leicbt zu erkennen, daB die betrefifenden vier Ebenen durcb. 
einen Punkt geben*, man brancht mir jeweilen die letzte Gleicbung 
mit — 1 zu multipliziereny um eine identiscbe Summengleicbung zu 
erhalten. Nun bat aber der Scbnittpunkt eine von der Wabl der 
Paare unabbangige Eigenscbaffc; derm im Sinne der letzten Ansatze 
ist, mit seinen Koordinaten gescbrieben, Hy folg- 

licb geben alle secbs Ebenen durcb diesen einen Punkt. 

242. Bie Oerade als Schnitt zweier Ebenen. Der geome- 
triscben Tatsacbe, daB zwei Ebenen sicb nacb einer Geraden scbneiden, 
entspricbt die Aussage, daB zwei Gleicbungen ersten Grades in a:, y, z: 

A^x + B^y C-^z 4' -Di == 0 I 
A^x -{- j5g^ + 62^ -j- 1)2 — 0 f 

eine Gerade bestimmen. Jede der Gleicbungen, ftir sicb betracbtet, 
stellt eine Ebene dar, und indem sie als koexistent aufgefaBt werden, 
geniigen ibnen die Koordinaten solcber und nur solcber Punkte, die 
beiden Ebenen angebciren, also der Punkte einer Geraden. 

243. Bie Gerade, dnrch ibre Frojektionen dargestellt. 
Leitet man aus den Gleicbungen (1) durcb Elimination von y eine 
neue Gleicbung ab, so geniigen dieser die Projektionen der Punkte 
der Geraden auf der ;Sfa;-Ebene, folglicb stellt sie diese Projektion selbst 
dar; ebenso befert die Elimination von z die Gleicbung der Projektion 
der Geraden auf der -Ebene. 

Diese Gleicbungen aber lauten: 

{A,B2-A2B,)x -- {B,G2-B2C\)z ~ (5, A- ^2 A) “ 0 
^ {C{A2 ~ C2A,)x + (A A - B2C,)y - (C, A - Cg A) = 0 ; 

ist A Q “ A Q + 0, so nebmen sie nacb Division durcb diesen Koeffi- 
zienten die Gestalt an: 

0 — m^x + I 


( 2 ) 
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Wenn hingegen ^162 — == 0, so ergeben beide Elimnations- 

prozesse ein und dieselbe Gleichung Ton der Form x = Hy die aber 
in verscbiedenen Koordinatenebenen zu deuten ist: beidemal, sowobl in 
der ^x- wie in der xy-^hene bedeutet sie eine zur ^r-Acbse senbrecbte 
Gerade; diesmal ist die Gerade ini Raume durch die genannten zwei 
Projektionen nicht bestimmt, es muB die dritte Projektion berangezogen 
werden, die sicb durcb Elimination von x aus (1) ergibt. 

Nach dem erlanterten Vorgange findet man beispielsweise, da 6 
das Ebenenpaar 

— 3^ — 4^ -b 5 = 0 
fix + y — 2z — S = 0 
eine Gerade mit den Projektionen 


darstellt; das Ebenenpaar 

Sx + 2y + — 2 = 0 
4x + $y + b 0 

aber eine Gerade, deren Projektion auf der 0X- und .r^-Ebene di< 
Gleicbung 

vt* = 16, 


auf der 2 /; 2 ?-Ebene aber die Gleichung 
besitzt. 

244. Gerade durch eiueu Puukt. Hebt man in der Geraden 
die durch das Ebenenpaar 

A^x + B^y + = 0 I 

A^x + S2y + 0 j 

bestimmt ist, einen Punkt M^QipCQly^j heraus, so kann mit seine 
Hilfe dasselbe Ebenenpaar auch dui*ch die Gleichungen ( 230 ) 

A^(x-x^) + B^iy-y^) + 0i(^-^o) = 0 \ ^2 

A2(x — Xo) + B^iy—y^) + G^{z — Zq) = 0 J 

dargestellt werden; diese Gleichungen aber bestimmen die Verhaltniss 
yon x — Xq, y — Vof (122, 7.) 

__ y — yo — ^0 . 

GiAs'— ’ 

bezeichnet man die Neiiner mit p, q, >*, so hat man in 
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eine weitere Darstellung der Greraden. Weil bei einer Geraden, di 
dxireb einen gegebeneii Punkt gefiihrt wird, nur nocli die Ricbtun^ 
frei bleibt, so sind die Kenner p, r bestinimend fiir die Richtunj 
der Geraden. Bei unbestimmteni q, r sind in (3) alle Geradei 
dnrcb den Punkt Mq enthalten, ihre Gesamtheit heiBt ein Geradenhiindei 
In dem Ansatz ( 3) sind zwei voneinander unabliangige Gleichungei 
enthalten; die drei Gleichungen, die sich darans ablesen lassen^ be 
stimmen die Projektionen der Geraden auf den drei Koordinatenebener 
Um z* B. die Gerade 

X -f" ^ = 0 

2ir — 4i/ — 3^ — 2 = 0 

in der Form ('3) darzustellen, muB erst ein Punkt auf ihr bestimm 
werden; nimmt man Xq^O (oder sonst beliebig) an, so hat man zu 
Berechnung Ton y^, die Gleichungen: 

32/o- 2^0 - " = 0 

^^ 0 + 2 == 0 , 

aus denen sich — 2 ergibt; die Kenner sind die Deter 

minanten zweiten Grades aus der Matrix 

1 3-2 

2 -4 -3; 

mithin lauten die Gleichungen: 

X y — 1 r-(-2 

17 ” 1 ^ 10 ’ 

246. Farametrische Grleicliuiigeu der G-eradeu. Die dre 

Quotienten, die in den Gleichungen (3) auftreten, andern, wahrend de 
Punkt M{X;y/z) die Gerade durchlauft, ihren gemeinsamen Wert 
bezeichnet man diesen mit so lost sich der Ansatz (3) in di( 

Gleichungen auf: 

X pu 

2/ = 2/o + «« (4 

Diese Darstellung der Geraden heiB 
eine paranietrische, weil die Koordinatei 
des laufenden Punktes der Geraden ah 
Funktionen des veranderlichen Parameters u gegeben erscheinen. 

Eine andere parametrische Darstellung ergibt sich durch folgend( 
Beti-achtung. Bezeichnet man den variablen Abstand des laufendei 
Punktes If, Pig. 110, von dem festen Punkte 31 ^ mit s, dabei s ah 
relative GroBe auffassend, die positiv ist, wenn die Strecke 3Iq3I mi 
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der Greraden gleicli gerichtet^ negativ, wenn sie entgegengerichtet ist^ 
so ergeben sich durch Projektion der genarmten Strecke auf die 
Acbsen folgende Bezielmngen: 

X — % = s cos a 
2 / — 2/0 = scosjS 
^ — ^0 = s COS ; 

dabei sind gobcCj cos/3, cos 7 die Eichtungskosinus der gerichteten 
Greraden. 

Dies fiihrt zn der folgenden parametrischen Darstellung der Geraden: 
X = Xq+ s cos cc 

y = yo + scos^ (5) 

^ -f- s cos 7 . 

Aus den beiden Darstellungsweisen (4) imd (5) schlieBt man aiil 


jpu = 5 cos 
qii = 5 cos /3 


woraus sich 


und weiter 


TU s cos y , 


li — 


cos a = 


cos j3 = 


s l/jp® + 

i> 


+ + 




(«) 


cosr = 

f ]/p® “h 

ergibt. 

Hiermit sind die Eichtungskosinus der durch die Gleichungen (3) 
dargestellten ungericliteten Geraden bestimmt, so lange man bezuglich 
des s keine Wahl triJBPt; entscheidet man sich fiir einen der beiden 
Werte +1 oder — 1 , so ist damit eine Richtung als die positive fest- 
gesetzt. 

Als Beispiel diene der folgende Pall. In der Geraden 


£C — 2 y — 3 2 + 1 

~ 5 —3 


soE jene Richtung als die positive gelten, die mit der positiven 
;^-Achse einen spitzen Winkel bildet; es sind ihre Eichtungskosinus 
und ihre Richtungs winkel zu bestimmen. 



348 Analytische Geometrie des Rautoes. § 3. Ebene und Gerade. 


Da nacli dieser Festsetzung cosy notwendig positiv ist, hat man 
£ = — 1 zn nehmen; die Richtnngstosinus sind also: 


cos a = 




cosy 


_3 
5y2 ^ 


die Winkel selbst: « == 124«27', ^ 135®, y = 64<^53'44". 

246. Anzahl der Eoustauteu. G-erade durch zwei Funkte. 

Die einzelnen Darstellungsformen der Geraden nnterscheiden sich von- 
einander durch die Zahl imd Bedeutung der in ihnen auftretenden 
Konstanten. Nicht immer sind diese samtlich unabhangig voneinander 
und nicht immer sind sie auf die kleinste Anzahl reduziert. So ent- 
halt die Darstellung (242^ 1.)' sechs Konstanten, aber durch den in 
243 ausgefiihrten EliminationsprozeB sind sie auf vier reduziert; in 
der Form (244, 3.) erscheinen auch sechs Konstanten; doch kami aus 
der Gruppe Xq, y^j eine willkurlich angenommen werden, und die 
Gruppe q, r lafit sich auf zwei Konstanten reduzieren, z. B. auf die 

Yerhaltnisse ^ • 

P ^ P 

Die Ideinste Zahl unabJidnngiger Konstanten, mit deren Hilfe sich 
eine Gerade im Baime anaJytisch darsteUen Idfit, hetrdgt vier. 

Da zwei unabhangige Gleichungen vorhanden sind, so ist im 
allgemeinen eine Gerade durch zwei Bedingungen bestimmt. 

Der einfachste Fall ist der einer Geraden durch zwei gegebene 
Punkte 

Der Bundel der Geraden durch 21^ ist in den Gleichungen 


p q_ r 

bei unbestimmten p, q, r dargestellt; diejenige unter den Geraden, die 
durch J/g geht, erfuUt die Bedingungen: 


^ ^2 — Vi ^ ^2 . 

p q r "> 

durch Division beider Ansatze ergeben sich die Gleichungen der Yer- 
bindungsgeraden von 21^ und 2I^i 


0?! 2/2 h *^2 

und die Richtungskosinus sind (245, 219): 


(1) 


cos a — 


sd 


cos/3 = 


sd 


cosy ’ 


sd' 


d = + (2/j - — e^y. 


( 2 ) 


247. Schuittpuukt einer Geraden mit einer Ebene. Dem 

Wesen nach kommt diese Aufgabe auf die Losuug dreier Gleichungen 
ersten Grades in x, y, z hinaus: der Gleichung der Ebene und der 
beiden die Ge'^ade darstellenden Gleichungen. 
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Die Losung nimint eine iibersichtliclie Gestalt an, wenn man den 
GeradengleichuDgen die parametrische Form verliehen hat. 

Sind niimlich Ebene und Gerade durch 


Ax + By + + 

X = Xq-{- pu 

= 2/o + 
z = Zq yu 

gegeben, so fiihrt die Substitution you (2) in (1): 

AX(^ + By^ + Czq + D + {Ap + Bq + Cr) u — 0 


(1) 


( 2 ) 


( 3 ) 


auf eine Gleichung, aus der sich der zum Schnittpunkt gehdrige 
Parameterwert bestimmt. Die Bestimmung ist aber uur dann moglich^ 
Avenn Ap -\- Bq ^ Cr ^ 0, und zwar ist dann 


AXq -h Czq -[- D ^ 


(4 


durch Einsetzung dieses Wertes in (2) ergeben sich die KoordinateB 
des Schnittpunktes. 

Ist jedoch 

Ap + Bq + Cr 0 , (o' 


gleichzeitig aber Axq + 15^0 + Czq + D + 0, so kann der Gleichung (3 
nur durch einen unendlichen Wert von u geniigt werden, folglicl 
ergeben sich dann auch fiir die Koordinateu des Schnittpunktes un 
endliche Werte. Man sagt, die Gerade habe mit der Ebene einei 
unendlich fernen Punkt gemein und bezeichnet sie als zur Ebem 
parallel. 

Wenn endlich neben (5) auch 

Ax^+By^+Cz^ + B^O (6 

ist, so wird (3) durch jeden Wert you m befriedigt, alle Punkte de: 
Geraden gehoren der Ebene an, die Gerade liegt in der Ebene. 

Die Beziehung (5) allein zeigt also den ParaHelismus an; (6) fii 
sich besagt, daB der Punkt der Geraden auch der Ebem 

angehort; beides zusammen hat das Ineinanderliegen zur Folge. 

248. Ebene durch eine G'erade und einen Punkt. Yoi 
den eben erkannten Bedingungen kann Gebrauch gemacht werden zu 
Losung der Aufgabe: Die Gleichung der Ebene aufzustellen, welch< 
durch die Gerade 

^--^0 ^ y — 3/o ^ -g — ^0 n 

p q r 

und den Punkt geht. 

Sieht man 


Ax + By + Cz + B 0 


(2 



350 


Analytische Geometrie des Raumes. § 3. Ebene und Gerade. 


als Gleichung der gesuchten Ebene aii; so erfiillen die Koeffizienten 
folgende Bedingnngen: 

Ap + Bq + Cr =0 

Axq + By^ + Gzq + D = 0 ( 3 ) 

Ax^ + By^ + + 2 ) == 0 ; 

die beiden ersten betreffen das Ineinanderliegen vou Gerade und Ebene, 
die letzte das Ineinanderliegen von Punkt und Ebene. 

Dutch das Gleichungssystem (3) sind die Verhaltnisse der Koeffi- 
zienten A, B, C, D bestimmt, und das geniigt zur Durchfiihrung der 
Gleichung (2); schlieBlich kommt es darauf an, aus (2) mit Hilfe von 
f3) die Koeffizienten zu eliminieren; das Resultat dieser Elimination 
ist ( 121 ): 

X y z 1 


^0 Va -^0 1 
Vi h 1 




und stellt die verlangte Ebene dar. 

Hiemach schreibt sich die Gleichung der Ebene durch 
iC — 2 _ 3 ( 2 / — 4) __ 4(5? + 3) 

4 ' 5 “■ 3 


J/i(H/~4;‘3) 

zuniichst in folgender Gestalt: 


X y z 1 

4 f f 0 

2 4-3 1 

6-4 3 1 




durch Zeilensubtraktion wird daraus 


x — 2 y — 4: ^ + 3 0 
4 ‘ i I 0 ^ 

-4 8-60, 

6-4 • 3 1 I 

und nach Entwicklung der eriibrigenden Determinante dritten Grades: 

- 16(a;- 2) + 21(2/ - 4) + + 3) = 0 , 

also schliefilich: 

48aj — 632/ — 116^ - 192 == 0 . 

249. Wiukel eiuer G-eraden mit eiaer Ebene. Von dem 

Winkel einer Geraden mit einer Ebene kann in bestimmter Weise erst 
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ann gesprochen werden, wejan die Gerade gerichtet und bei dei 
Ibene die positive Seite von der negativen unterschieden ist. Dei 
oKle Winkel co zwischen der gericbteten Geraden und der positives 
Tormale der Ebene ist dann spitz oder stumpf, je nachdem die 
ositive Richtimg der Geraden von der negativen Seite der Ebene 
ir positiven oder umgekelirt verlauft; das Komplement # dieses 
S^inkels, also 

(1 

)11 als Winkel der Geraden mit der Ebene erklart werden; S' ist der 
roBe nach spitz, und sein Yorzeichen belehrt iiber die Anordnung 
eider Gebilde zueinander in dem angegebenen Sinne. 

Der absolute Wert von S’ wird gemeinbin als NeigungstvmlceJ de) 
reraden zur Ebmie bezeicbnet. 

Es sei nun 

Ax + Bg+Gz + D^O (2] 


ie Gleicbung der Ebene, wabrend die Gerade durcb 
^ — ^ 0 ^ y — Vo _ 

pgr V ; 

estimmt sein moge; gericbtet sei sie durch die Wabl eines bestimmten 
V^ertes fiir e ( 246 ); dann sind 

_ P _g r 

+ + fil/p* 4" 2® + + + 

ire Ricbtungskosinus, wabrend die der positiven Normale zur Ebene 
ie Ausdrticke baben: 

A B 

- sgn - sga - sgn DyA^ ~+B^+ C- 


Daraus bestimmt sicb 


sin S ^ cos CO = 
nd (vgl. 236 ) 


Ap + B 2 4- Or 

- s sgn DyW+ + 

r—GqY + ^Cp~-~A ry + (,Aq — B pf 
iA^ + + C*) (2>* + 2* + »•*) "' 


(4: 

(P] 


Aus (4) folgt die Bedingung ffir den Parallelismus zwisclien Ge- 
ide und Ebene {%■ =• 0): 

Ap + Bq + Or = 0 (6 

1 'O’bereinstinimung mit 247 ; aus (5) die Bedingung fur die Perpen- 
ikularitat der Geraden zur Ebene ^■9' = ^ : 

ABO ,r- 



352 Analytische Geometrie des Raumes. § 3. Ebene und Gerade. 


Als Beispiel diene die folgende Aufgabe. Es ist der Winkel der 
Oeraden 

— 3 4 —5^ 


die so gericlitetet ist, dafi sie mit der positiven o^-Achse einen spitzeii 
Winkel bildet, mit der Ebene 


2a; — 2 / — + 3 = 0 

zu bestimmen. 

Diesen Angaben gemafi ist a = — 1 zu nehmen; da ferner sgn 3 = + 1 
ist, so bat man 


sin# = 


4 


und # = 26®12'53"5 die Gerade verlauft also, in ibrer positiven Ricb- 
tung verfolgt, von der negativen Seite der Ebene zur positiven. 

250. Abstaud eines Pimktes von einer aeraden. Die Ge- 
rade sei gegeben dureh die Gleicbungen 


p ^ q r ’ ^ ^ 

der Punkt 31^ durcb seine Koordinaten Um seinen Abstand 

von der Geraden zu erbalten, lege man durcb ihn eine zur letzterer 
senkrecbte Ebene und bestimme den Schnittpunkt P beider; dann isi 
die Strecke PM^ der gesucbte Abstand. 

Veinioge der Bedingungen (7) in 249 bat die bescbriebene Eben€ 
die Gleicbung 

+ qiy - yy + r {0 - 0 ^) = 0. (2; 

Aus den Gleicbungen (1) folgt: 

x — + iTi — £0 ^ y — yi + yi ~ ^ ^_."zA+Ar‘fo 

p q r 

^p{x^x{) + q + r{z- Zi) +p(Xj^ — ^0) + qiVi — Vo) + — gp ) 

i^" + y* + r-'“ 


imd indem man diesen Ansatz mit (2) zugleicb besteben laBt, werden 
2 /, ^ die Koordinaten des Scbnittpunktes. Mit der Abkiirzung 


bat man also: 


pS^i — ^o) + q{ yi— yoH- — -^o) __ t? 

-^2 + ^2 +>2 - 

x-x^ ^pB - («! - x^) 

yo) 

z-g^^rB- - 5 p); 


(3: 
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die Quadratsumme der liiiken Seiten ist schon das Quadrat des Ab- 
staudes d, so dafi 

+ + ~ - ^b) -b ^l2/i - ij,) + - %']-K 

+ [(«i - + (j/i - yo? + (si - g^], 

und mit Riicksicht auf die Bedeutung von 7?: 

= (rr, - + (y, - y,f + {z, - ^4., 

ersetzt man hierin JR durch seinen Ausdruck, so wird schlieBlic 

-fx^oY+iyi --2/o)-+(^i — --^o) +g(//i — // q) ±^h 
jp^+g^4“^^ 

' g( gi — -go) — ^(^1 — yo) ) ® + { n^i — '^ 0 ) } " + [ pi^i — i/o ' — g(^i — ^0 

- + + - ---- 

Die positive Quadratwurzel hieraus ist d selbst. 

Die Zwischenformel (4) ist wie folgt zu deuten: Da die Summe 
der ersten drei Glieder der reckten Seite das Quadrat von JM^M^ gibt, 
so bedeutet 0p^+ 3^^+ r^)JR^ das Quadrat des Abstandes des Punktes 
von der Ebene (2), wie aucli unmittelbai* aus den Ausfiilirungen in 
234; bervorgelit. 

Die recbneriscbe Durclifubrung der Formel (5) gestaltet sich ein- 
fach*, man schreibt die Matrix 

^0 Vi ^0 *^0 

p q r 

an, bildet die Quadratsumme ihrer Determinanten zweiten Grades und 
dividiert sie durcb die Quadratsumme der Elements der zweiten Zeile. 

Soli also beispielsweise der Abstand des Ursprungs von der 6e> 
raden 

a; + 5 — 2 + 3 

2 "■ 4 ' 

bestiramt werden, so beiBt die Matrix 

5-2 3 

2-34, 

ihre Determinanten sind 1, — 14, —11, folglicb ist 

1 — 1 “ 196 “ 1 “ 121 318 

“ ■ i-j-g + ie ’ “ sF 

und d = 3, 311 ... 

231. Zwei Gerade im Raiime. Zwei Gerade im Kaume haben 
im allgemeinen keinen Punkt miteinander gemein; man sagt dann, sie 
Joreu^en sich Schneidm sicb die Geraden in einem eigentlichen oder 
einem unendlich femen Punkte, so bestimmen sie eine Ebene. Es 
bandelt sicb um die Peststellung der analytiscben Bedingungen fur 
diese SonderfaUe und um die Bildung der Ebenengleichung. 

Gztiber, HSliere Matbematik. 23 



354 Analytisehe Geometrie des Eaumes. § 3. Ebene und Gerade. 


Die Geraden seien parametrisch gegeben durch die Gleich ungen: 

X — X^+PlU\ X = p^u 

y ^iJi+qiu\ (1) y-y^ + ■ (2) 

X ^ ^ = ^2 + r.yu.. 

Sie haben dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt, wenn 
es Parameterwerte gibt, die in (1), beziebungsweise (2), ein- 

gesetzt, zu demselben Wertsystem Ci\ y, 0 fubren, so daB also die Grlei- 
cbungen bestehen: 

^P 2 '^h = 0 

~ 2/2 + ^ 0 
— ^2 + 0. 

Die Bediugung fiir die Koexistenz dieser Grleicbungenj d. i. (121^ III) 

' ^1 — ^2 Pi P2 

•K = I ?/i - 2/2 Qs =0, (3) 

- ^2 ’-l »-2 

ist zugleicb die analytiscbe Bedingung dafiir, dafi die Greraden eine 
Ebene bestimmen. 

Hierin ist sowobl der PaU des eigentlicben Scbneidens als aucb 
jener des Parallelismus enthalten; denii der letztere tritt ( 24 : 5 ) dann 
ein, wenn 

Pi^Pi''^i^P^2-9i^2-h> ( 4 ) 

und bei diesem Verbalten verscbwindet die Determinante B obne Riick- 
sicbt auf die Werte der Elemente der ersten Kolonne. 

Man kann aucb you folgender Erwagung ausgehen, die zugleicb 
auf die Grleichung der Ebene der beiden Greraden binffibrt, falls sie 
sich scbneiden. Die Bedingungen daftir, daB die Ebene 

J a; + By + + D = 0 

sowobl die Gerade (1) als aucb die Gerade (2) entbalte, lauten (247): 

By^ Cz’^ -j- D = 0 
^4.5/2 "H By 2 “f" D =* 0 

+ Bq^ +Cr^ « 0 

■^P2 "b ^q^ + — 0; 

der Bestand dieser Gleicbungen erfordert aber, daB 

Vi h 1 I 

^2 Vt ^2 1 Q 

Pi 0 

P2 (I2 ^*2 ^ 
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sei^ dies fuhrt wiedei* zu der friihereii Bedingungsgleicliiing (3), vrie 
man sick tiberzengt, indem man die zweite Zeile von dev evsten sub- 
trakiert. 

1st aber die letzte Gleickung in Kraft; so sind die Yerkaltnisse 
ton A, Bj C, D durck die Unterdeterminanten ans irgend drei Zeilen 
der links stekenden Deterniinante bestimmt ( 121 ; I); man kaim also 
die Gleickung der Verbindungsebene auck sckreiben: 

X .y 2 1 

^1 1 

Pi 0 

P ‘2 ^2 ^2 0 

252. Kilrzester Abstaud zweier G-eraden im Raume. Auf 
jeder Trans versale zweier Geraden ist eine Strecke begrenzt; die kleinste 
iinter diesen Strecken wird als der hurseste Ahstand der beiden Ge- 
raden bezeicknet. Sckneiden sick die Geraden in einem eigentlichen 
PunktG; so ist ikr kurzester Abstand Null; sind sie parallel, so er- 
sckeint ikr kiirzester Abstand auf jeder Transyersale, die zu beiden 
senkreckt ist. 

Kreuzen sick die Geraden, so existiert nur eine Transversale von 
dieser letzten Eigensckaft; sie entkalt den kiirzesten Abstand. Die 
beiden Geraden bestimmen namlick in dieser Anordnung zwei parallele 
Ebenen, deren jede durck eine der Geraden gekt und der andern 
parallel ist; legt man durck die Geraden zwei weitere Ebenen, die zu 
dem erwahnten Ebenenpaar senkreckt sind, so ist deren Scknittlinie 
diejenige und die einzige Transversale, die die Geraden unter recktem 
Winkel sckneidet. Der kiirzeste Abstand der Geraden ist zugleick der 
Abstand der beiden parallelen Ebenen. 

Die Geraden seien durck die Gleickungen 



a; — iCi ^ I/ — 2/1 _ ^ — -^1 (i) 

Pi \ G ^ \ 

X — a sa ^ y'—Vt ^ ^ — /2\ 

gegeben. 

Die StelluDg einer Ebene ist durck die Yerkaltnisse der Koeffi- 
zienten A, jB, 0 bestimmt; soil die Ebene den beiden Geraden parallel 
sein, so haben diese Koeffizienten den Bedingungen (247) 

4- Bq^ + Cri = 0 

A^,2 + Bq^ + 

zu geniigen; daraus aber folgt: 

A:B:C^ • 

^*2 , ^2 P 2 P 2 ^2 


9 ; 
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Hieraach sincl 


^2 


^ 2 

K 




{X — Xaj + 


Px 

2h 

fi Pi 

^3 Pi 


(y - 2/i) + 
(»/ - Vi) + 


(^-^i) = 0 (3) 
(4) 


die Gleichungen der parallelen Ebenen, deren erste durch (I), deren 
zweite durcb (2) geht. 

Da es, wenn es sich nur um die Qrol^e des kurzesten Abstandes 
handelt, auf die Entfernung dieser Ebenen ankommt, so braucbt man 
nur den Abstand des Punktes % / j Ebene (3) oder des 

Punktes x^lVil von der Ebene (4) zu bestimmen; es ist also (234) 


d - 


9i 




'2 I JP 2 9.2 

sV ‘ ' 

} n 


■ , n JPi , Pi 9i 
^2 Pa Pt 92 



( 5 ) 


■wobei « = + 1 Oder = — 1 zu nebmen ist, je nacbdem der Zahler 
positiv Oder negativ ausfallt. Der Zahler dieses Bruches ist die Ent- 
Tsricklung der in 251 aufgetretenen Determinante J?, deren Ver- 
schwinden als Merkmal des Schneidens erkannt wurde, sofem 
Pi-yi'^i^Pi-ii- ly, ist aber p^ : =Ps:qy.r^,m welohem Falle 

die Geraden parallel sind. so versoh'vrindet auch der Nenner in (6) und 
S erscheint in unbestimmter Form. 

Soil man auch die Lrige des kttrzesten Abstandes ermitteln, so 
ergibt sich hierzu der folgende Weg. Schreibt man die Gleichungen 
(1), (2) in parametri sober Form: 


X = x^ + 

2/ = 

^ = 3r, + r 


Ik T 2i M 
1« 




X = X2 + p^V 

2/ = 2/3 + 


( 2 *) 


so drucken sich die Koordinatendifferenzen derPnnkte u, v wie folgt aus: 

— i>s® 


22i — 2/2 + 

^1 — ^3 + ryi — r^v ; 

diese Di£ferenzen sind aber den Richtungskosinus der Verbindungs- 
lime der beiden Punkte proportional (246); soil diese Verbindunt^s- 
toie den kui-zesten Abstand enthalten, so mufi sie auf den beid“en 
Geraden senkreeht stehen; mithin ergeben sich die Parameterwerte zu 
den Endpunkten des kttrzesten Abstandes aus dem Gleichungspaar: 

Pi (^i -^+Pi m-P2»)+2i (2/i-2/2+2iM-g's,3?)+ri (Sj — 2 ^ r2«;)=0 
2’2 (^i-Xs +p, U-P 2 v) + ( 2 /, -2/s, +2i v ) + rj {g^ n) = 0, 
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das geordnet lautet; 

(i^i + 21 + >i)« - + 2122 + i\r^)v 

+ Pi i^i — ^2) + ii(yi— Pi) + f'l (>i — ■‘“s'l = 0 

(Pdh + 2i22 + r, >\)u - (pl + 2 I + i)® 

+ Pi (^1 — ^i) +ii(yi— Vi) + n (/i — h) = 0 : 
seine negative Determinante 

{p\ + 2! 4- ®f) (pi + 21 + »i) - [piPs + 2i 'h + »*i 

_ 2i n f'l Pl Pl 2i ® 

22 ^2 '2 Pi Pi 22 

ist von Null verschieden, wenn die Greraden nicht parallel sind. 

Hat man aus ( 6 ) die Werte von u, v berechnet;, so gibt ihre 
Einsetzung in ( 1 *), (2*) die gesucbten FuBpunkte. 

Zur Illustration diene das folgende Beispiel. Die zwei Greraden 
seien durch je zwei iiu-er Spuren, und zwar die erste durcb 

A(0/l/5), B(S/5/0), 

die zweite durch i « 

0(0/4/4), X>(2/0/l) 

gegeben, Fig. Ill; ihre Gleich ungen lauten 

dann (246): /» p . 

^ , -C — 2 ^ I 

X ^ y — 1 ^ s — h «- 

_3 —4 “5 A —*-X 

X y — 4 z — 4 

^ “ “4 3 ’ 

Die Determinanten aus der Matrix -F/ 

— 3—45 

“2 4 3 Pig. 111 . 

haben die Werte 

-32 -1 -20, 

die Koordinatendifferenzen von A und C sind 

0 -3 1; 

hierruit ist das Material zur Durchfilhrung der Reehnung gebildet 
Man hat nun 

3 — 20 17 

d — • — .. . ~ ' — ~ = — 7 = — 0,45 * • * 5 

— 1 / 1024 + 1 + 400 51/57 

des weitern lauten die Gleichungen ( 6 ) im vorliegenden PaUe 

hOti — 5i; = — 17 
- 29'r - 9 
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und besitzea die Wurzeln u Hilfe sicli 

die Koordinaten der FuBpunkte berechnen, and zwar 

3577 _ O ?;i ... 4435 ==311... 

1425 ? 1425 ? 


in (1): S- 1,18- 


io (2); g-0,7o.-., g-2,49--., *-2,8J 


§ 4. Krumnie FlSchen. 

263. Erzeug^ug von Flacheu. Das wichtigste Erzeuguags- 
priazip von Plachen ist das darch Bewegang von Linien. 

Eiae Linie im Kaame ist in allgemeiner Form (224) darch zwei 
Grleichangen zwischen dea Koordinaten y, z dargestellt. Entbaltea 
diese Gleiobangen aafierdem einen veraaderliclien Parameter u, so ist 
darch sie nicht eiae, sondem eiae einfach anendliche Mannigfaltigkeit 
von Linien bestimmt; anders aafgefaBt: Geht man in dem Gleichangspaar 

F(x,y,z,u) = 0] 

0{x, y,z,u) = 0] 

von einem Werte des Parameters u aas and za einem andern Wei-te 
stetig aber, so voHfiihrt die darch das Gleichangspaar dargestellte 
Linie eine stetige Bewegang and beschreibt eine Flciche. 

Gldchmig der Flciche ist die von den variierenden Werten des u 
anabhangige Beziehang zwischen x, y, z\ sie wird erhalten, indem man 
zwischen den Gleichangen (1) den Parameter m eliniinierf, und heiBe 

^{x,y,z) = 0. (2) 

Die bewegliche Linie (1) bezeicbnet man als die Ersmgende der 
Flache (2). 

Enthalten die Gleichungen der Erzeugenden zwei veranderliche 
Parameter u, v, so daB sie aJlgemein lauten: 

F(x, y, z, u, = 0 I 

G{x, y, z, u,v) = ^y ^ 

SO ist durch sie, so lange nichts weiter bestimmt wird, eine zweifach 
unendliche Mannigfaltigkeit yon Linien dargestellt; lost man aber 
daraus nach einem bestimmten Gresetze eine einfacb unendliche Mannig- 
faltigkeit aus, so fahrt diese wieder zu einer Flache; das Gesetz ist 
durch eine JBedingungsgleicJiung zwischen den Parametern bestimmt 
xmd heiBe 

9(“;®) = 0. (4) 

Die Elimination von u, v zwischen den Gleichungen (3) und (4) 
fiihrt zur Gleichung der Flache. 

Geometrisch wird die Auslosung der einfach unendlichen Mannig- 


1) Aus ihnen kann $ ebenfalls berecbnet werden. 
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faltigkeit in der Regel dadurcli bewerkstelligt, daB man vorschreil 
die Linien des Systems (3j sollen eine gegebene Linie, die man dai 
LeHlinie nennt, sclineiden. 1st die Leitlinie durck das Grleichnngspa 

L^(x, I/, s) = 0 j 

dargesteUt, so'lieiBt dies aualytisch so viel: es mu6 Wertsysteme x, y 
geben, durch welcbe die vier Gleichuiigen 

F\x, y, z, u, v) = 0 

G(x, y, z, n, 2 ?) = 0 

L^{x,y,z) =0 

gleichzeitig befriedigt werden. Eliminiert man also y, z, so erha 
man eine Gleickung zwischen v, und diese ist die der Leitlin 
adaquate Bedingungsgleichung (4). 

Entbalten die Gleichungen (Ij drei Parameter ii, v, iv, so six 
zur Ausbebung einer einfach nnendliehen Mannigfaltigkeit zwei B 
dingungsgleichimgen zwischen u, v, tv erforderlich; man kommt 2 
ihnen auch durch die geometrische Bedingung, daB die Erzeugem 
zwei Leitlinien zu schneiden babe; derm jede Leitlinie fiihrt zu ein 
Relation zwischen den Parametern. 

Indem man diese Betrachtung verallgemeinert, kann man il 
Ergebnis in folgendem Satze zusammenfassen: 

Enthalten die Gleichungen der Erzengenden n verdnderliche 
meter, so sind ti — l BedingungsgleicJiungen zwischen diesen erforde 
lich, und die Elimination der Parameter aus den JBedingungsgleicliungt 
und den Gleichungeti der Erzeugenden liefert die Gleichung der Fldcli 

Eine vorgeschriebene LdUinie fiihrt zu einer Bedingimgsgleichui 
zwischen den Parametern, die Bewegimg einer von n Parametern a 
hdngigen Erzeugenden ist somit durch — 1 Leitlinien im aUgemeim 
bestimmt 

Flachen, die sich durch Beweguag einer Geraden erzeugen lasse 
nennt man Eegelfldchen. Da die Gleichungen einer Geraden im Raun 
vier unabhangige Parameter enthalten ( 246 ), so bedarf eine gerac 
Erzeugende zur Regelung ihrer Bewegung dreier Leitlinien. 

Ein fester Punkt, durch den die Erzeugende zu gehen hat, fuh 
zu zwei Bedingungsgleichungen, ersetzt also zwei Leitlinien; die A 
zahl der Parameter muB in solchem Falle mindestens drei betrage 
Sind naralich 

F(x, y, z, u, V, w, • ■ •) = 0 I 
G(x, y, 0 , H, V, • • •) = 0 ) 

die Gleichungen der Erzeugenden und Xq, y^, die Koordinateu d< 
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festen Punktes, so fiikrt die gestellte Forderung zu zwei Bedingungs 
gleiehungeii zwischen den Parametern, namlich: 

F(u-o, «/o, So, • • -j = 0 (7 

G{a;o,yo,So,tt,v,u-,- ■ ■) = 0. (fc 

254. Kegelflachen. Wenn eine Gerade um einen in ihr lieger 
den testen Punkfc eine raumliche Drehung voilfiilirt, so keifit die vo 
ihi- beschriebene Flache eine Kegelfldche. Der feste Punkt heifit ib 
Scheiid-, er zerlegt die Erzeugende in zwei Strahlen, deren jeder eine 
Mantel der Flache beschreibt. 

Sind Xo, Ho, Koordinaten des Scheitels, so schreiben sic 

die Gleichnngen der Erzeugenden: 


wobei jj, q, r zunachst vollig willkuiiich sind; fiihrt man die Verbal 
nisse ® ^ = i; als Parameter ein, so kann man statt dessen schreiber 


1st nun 

^) = 0 (S 

die BedingungsgleiclmiLg; die die Bewegung regelt, so folgt aus it 
durch Elimination von v mittels (1) die Gleichung der KegelfldcJu 


£zif») = 0. 

> x — xj 


Verlegt man insbesonderere den Ursprung des Koordinatensystem 
in den Scheitel; so nimmt die Gleichung die Gestalt an: 



Das analytische Merkmal der Kegelgleichung besteht also darii 
daB die Koordinatendifferenzen y — y^, z — bzw. die Koo] 

dinaten x, y, nur in den Verbindungen - — ^ ^ , bzw. — , - 

33 ^ 33q 33 “ 33q 33 • 

auftreten; man bezeichnet eine Gleichung -dieses Banes als in bezu 
auf die genannten Argumente liomogen. 

Die unmittelbare Angabe der Bedingungsgleichung (2) kann 
durch ersetzt sein, daB eine LeifUnie gegeben ist. Durch Scheitel nh 
Leithnie ist die Kegelflache bestimmt. 

Beispide. 1. Die Gleichung der Kegelflache aufzustellen, dere 
Scheitel der Ursprung und deren Leitlinie ein Kreis vom Halbmesser 
im Abstande c von der rr^z-Ebene ist; der Mittelpunkt des Kreist 
liegt in der ^f-Achse. 
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Eliminiert man aus den Grleichungen 


^ = 

X ’ 


der Erzengenden uiid den Gleichungen 


der Leitlinie x, y, 0 , so ergibt sich die Bedingungsgleichuiig 

1 4- ^ 

’ c- 

und aus dieser die Gleichung der beschriebenen Kegelflaclie: 


in anderer Anordnung 


1 _L 


+ 


2. Der Scbeitel einer Kegelflache befindet sicb im TJrsprung ur 
ihre Leitlinie ist der Kreis in der Ebene x + y + z ^ a, der d 
Koordinatenebenen beriibrt; es ist ibre Gleichung abzuleiten. 

Die Gleicbungen der Erzengenden lanten Tvie Yorbin 


jene der Leitlinie 




x + y + 


die zweite driickt die Tatsacbe aus, daB der gedacbte Kreis auf ein< 
Kugel vom Radius um den TJrsprung liegt (218). 

y 2 

Hieraus ergibt sicb die Bedingungsgieicbung 

1 

T 

und in weiterer Folge aie Kegelgleicbung 

(x + y + + if + 

255. Zylinderflacheu. Eine Gerade kann, obue ibre Ricbtur 
zu andern, in sicb selbst, oder in einer Ebene, oder im Raume sic 
b.ewegen; die im letzten FaUe you ibr bescbriebene Flacbe beiBt eii 
Zylinderfldche (223, 2). 

Die Gleichungen 

ax + ly + C 0 ==^i| 
a'x + h'y + c'i3 = v] 

stellen bei yariablem w, v jede filr sicb ein System paralLeler Ebene 
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zusammen ein zweifach. unendliclies System von parallelen Geraden 
im Raume clar; aus diesem wird durch die Bedingungsgleicliuag 

(p{u, v) = 0 (2) 

ein einfach unendliches System ansgelost, dessen Ort die Zylinderflache 
ist; ihre Gleichnng lautet demnact: 

(p(ax + iy + c^, a'x i-h'y + c'd) (3) 

Die Gleichung einer Zylinderfiacke ist also analytisch dadurch 
gekennzeichnet, dafi ihre linke Seite (bei Reduktion auf ITuH) eine 
Fnnktion von zwei iinearen Ausdrticken in x, y, z ist. 

Fehlen in diesen Ausdriicken die Glieder mit einer der Koordi- 
dinaten, z. B. mit so ist die Zylinderflache der betreflfenden Achse 
parallel; so stellt eine Gleichung von der Form 

(fiax + ly, ax + h'y)^0 

eine zur a;^-Bbene normale Zylinderflache dar.^) 

Die Bedingungsgleichung (2) kann indirekt dadurch gegeben sein, 
daB die Erzeugende an eine Leitlinie gebunden wird. Durch Leitlinie 
and eine Richtung ist somit eine Zylinderflache bestimmt. 

Beispiele. 1. Es ist die Gleichung jener Zylinderflache aufzu- 
stellen, deren Leitlinie ein mit dem Radius r in der ait^-Ebene aus 
dem Ursprung beschriebener Kreis ist, und deren Erzeugende mit der 
X'j Achse Winkel von 60® bzw. 45® und mit der ;^-Achse einen 
spitzen Winkel bilden. 

Man kann die Erzeugende durch die Gleichungen 

X — — V z 

P — --- — y 

darsteUen, wenn man den Nennern die durch die Daten vorgezeich- 
neten Verhaltnisse gibt, namlich p: qir^l : ]/2 : 1 (220), also durch 
die Gleichungen 

X ^ z = u 

y — 4^1/2 = y; 

die Leitlinie ist durch 

z^O 

bestimmt. Die Elimination von x, y, z fiihrt zu der Bedingungs- 
gleiehung 

^ ^.2^ 

somit lautet die Zylindergleichung: 

_ __ •“ + {y “■ 

1) Durch eine Koordinatentransformation {x' ^ aa; + hy^ y' = a' x h' y) 
kann der Gleichung die Gestalt F{x, y) 0 gegeben werden (223, 2). 
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2. Durch die Ellipse 

.- = 0 
+ aY = 

sind Zylinderflachen zu legeri; die von der \jz-, hzw. if^’-Ebene nach 
Kreisen geschnitten werden. 

Aus den vorstehenden G-leiclningen der Leitlinie und den Grlei- 
cbungen der Erzeugenden: 

== w -j- ccz 

y = v + pz 

ergibt sicb folgende Bedingungsgleicbung zwischen den Paranietern: 

Mitliin 'lautet die aUgemeine Gleichnng einer durch die obige 
Ellipse gelegten Zylinderflacbe: 

V{x — cczY + a^iy — aVr. 

Ibre Scbnittlinie mit der j/^-Ebene: 

aY- 2a^^yz + ass- 

ist dann eiu Kreis, wenn ( 188 ) 

und die Scbnittlinie mit der ^a;-Ebene: 

2h^-axz + ya^+a^y)z^^^ a^h- 

dann, wenn 

« == 0 

im ersten FaHe ist zweiten i? = + -^ • 

Es bilden also die beiden Paare von Zylinderflachen 
(bx + azY + a^y“ =* a^l’ 
l^x^+{ay±hzf^a^V 

die Losimg der Aufgabe. 

256. Eonolde. Die Bewegungen der Geraden, diircb welebe 
die Kegel- und Zylinderflachen erzeugt werden, sind dadurcb gekenn- 
zeicbnet, dafi jede zwei Lagen der Geraden einen festen Punkt mit- 
einander gemein baben: bei der Erzeugung einer Kegelflacbe liegl 
dieser Punkt im Endlicben und die Bewegung ist eine bei 

der Erzeugung einer Zylinderflacbe liegt er im Unendlicben und die 
Bewegung ist eine fortsclireitende. Bei der drehenden Bewegung be- 
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Immer ist also bei dieser Anordnung des Koordinatensy stems di 
eine Koordinate eine homogene Fimktion der beiden anderen ( 254 :[ 
Beispiele. 1. Die Grleichuug eines geraden Konoids zu bildei 
dessen gerade Leitlinie die ^-Achse, dessen zweite Leitlinie ebenfall 
eine Grerade ist, die die ^/-Achse im Abstande I Yom Ursprung rechi 
winklig schneidet. 

Eliminiert man aus den Gleichungen der Erzeugenden 

0^ = iiy z =- c\j 

•and den Gleichungen der zweiten Leitlinie 

x^ y, so kommt man zu der Bedingangsgleichung 

u = miv, 

und aus dieser ergibt sich die Gleichung des Konoids: 

x^mb—' (] 

y 

Da man dieser Gleichung aueh die Gestalt 

y = mb-^ (V 

geben kann, so wird dasselbe Konoid auch dadurch erzeugt, da6 d 
2 /-Achse als gerade Leitlinie, die ^a;-Ebene als Richtebene und d 
Gerade 

x^h, ^ = mz 

als zweite Leitlinie verwendet wii-d. 

Bs enthalt also die durch eine der Gleichungen (1), (1***) od' 
durch die adaquate Gleichung 

xy^mbz (1*^ 

dargestellte Flache zwei Scharen yon Geraden, die eine parallel d 
die andere parallel der ; 2 ra?-Ebene. Man nennt sie ein hype 
bolisches Paraboloid^ well sie durch Ebenen nach Hyperbeln ui 
Parabeln geschnitten wird. 

Verbindet man namlich die Gleichung (1**) mit der aUgemein 
Gleichung der Ebene 

Ax + By Cz + D 0 ( 

und eliminiert eine der Variablen x, y, z. B. y, so ergibt sich (n 
mbB^B') die Gleichung 

Ax^ + Cxz + Dx + B'z = 0 ( 

als Gleichung der Projektion des Schnittes von (1**) mit (2) auf d 
;£'.r-Ebene. Diese Gleichung entspricht aber dem zweiten Hauptf; 
( 202 ) bei Linien zweiter Ordnung und stellt daher eine (eigentlic 
oder degenerierte) Hyperbel oder eine Parabel dar. 
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2. Ein gerades Konoid babe die ^-Achse zur geraden Leitlinie, 
imd die Erzeugende bewege sich so, daB die fortschreitende und die 
drehende Beweguiig gleicbformig und bestandig in demselben Sinne 
erfolgen. 

Die durch diese regelmaBige Scbraubenbewegung erzeugte Flacbe 
wird gerades Schraubenkonoid, gerade ScIiraubenfldcJie oder Wendel- 
fiacbe genannt. 

Scbreibt man die Gleicbungen der Erzeugenden 

= ^ \ 

Z = V, j 

so driickt sich das Bewegungsgesetz in dem Ansatze 



aus, wenn angenommen wird, daB die rr-Acbse eine Lage der Er- 
zeugenden bildet. Bei positivem 6 steigt die Erzeugende bei positiver 
Drehung und sinkt bei negativer Drehung. 

Ans (1) und (2) folgt durch Elimination von ii, v die Gleichung 
der geraden Schraubenflache 

^ & Arctg J • (3j 

Entsprechend der unendlichen Vieldeutigkeit der Funktion Arctg 
(43) macht die Plache unendlich viele Windungen um die ^-Achse, 
die als ihre AcJise bezeichnet werden soil. 

Die Schnittlinie der geraden Schraubenflache mit einem um ihre 
Achse gelegten Kreiszylinder wird Sclirauhenlinie genannt. 

1st a der Radius des Zylinders, so lautet seine Gleichung 

+ ir = ; (4) 

in Verbindung mit il) und (2) fuhrt sie zu der folgenden parame- 
trischen Darstellung der Schraubenlinie : 

a; = a cos u ] 

1 / = a sin u , (5) 

z = bn ] 


wobei der Drehungswinkel it als Parameter verwendet ist. 
3. Die Gleichung 


z = 


_ 


( 1 ) 


2^ 

stellt, da ihre rechte Seite aueh in der Form - * 

^ + (f 

kann, ein gerades Konoid dar, dessen gerade Leitlinie die Achse ist 
(s. Gl. (4), 256 j. 


3 geschriebeii warden 
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Urn sicli von der Gestalt dieser Flache eine Vorstellnng zu bilden 
fiihre man in der a;y-Ebene statt der recbtwinkligen Polarkoordinatei] 
ein, indem man setzt: 

X ^ r QOS (p , ?/ = r sin ( 5 P ; 

dadurcb ergibt sich fiir ^ der Ausdruck 

^ = sin 29 , ( 2 ] 

der nnmittelbar erkennen laBt, daB die Placbe zwischen den Ebenen 
^ — 1 und 0^1 entbalten ist. 

Scbneidet man die Flacbe ferner mit dem um die ^'-Achse ge^ 
legten Ereiszylinder 

a^ + f= 1 , 

so entsteit eine Knrve, die sieh aiif die yz’-, bzvr. ^ar-Ebene in die 
Linie vierter Ordnnng 



Fig. 112. 


4a;*— 4a;* + 0 

projiziert. Auf dem langs der Mantellinie a; = — 1, 2 / = 0 anf 
gescbnittenen und abgewickelten Zylinder stellt sicb dieee Kurve ver 
moge der Gleickung (2) in zwei Ziigen der Sinuslinie dar, Fig. 112 
Mit dieser Kurve als Leitlinie ist es moglicb, sich von dem Yerlau 
der Flache eine Vorstellung zu bilden. 

257 . Rotationsflachen. Eine Rotationsflache entsteht durcl 
Umdrehung einer Linie um eine mit ihr fest verbundene fixe Achse 
die BotaUonsachse. Jeder Punkt der erzeugenden Linie beschreib 
einen Kreis, dessen Ebene auf der Rotationsachse senkrecht steht, un( 
dessen Mittelpunkt in dieser Achse selbst liegt; wegen dieser An 
ordnung heifien die Kreise ParaUeUcreise. Bs kann demnach dieselbi 
Flache °auch durch die Bewegung eines (im allgemeinen) variablei 
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Ereises erzeugt werden, dessen Mittelpunkt eine feste Gerade durch- 
lauft und dessen Ebene auf dieser Geraden senkreeht bleibt; zur 
Eegelimg der GrdBe dieses Kreises kann eine Leitlinie dienen. Gerade 
diese Anffassung eignet sicb zur analytischen Darstellung. 

Jede von der Rotationsachse ausgekende Halbebene schneidet die 
Rotationsflache nack einer Linie, die man als einen Meridian be- 
zeicbnet: es ist in der Entstehungsweise der ITache begriindet, daB alle 
Meridiane kongruent sind, so daB die Placbe auch durcb Umdrehung 
eines Meridians erzeugt werden kann. 

Ordnet man das Koordinatensystem derart an, daB die Rotations- 
achse mit der je?-Achse zusammenfallt, so laBt sich der erzeugende 
variable Kreis dutch die Gleichungen 

\ 

^ ^ V j 

namlich als Schnitt einer variablen Kugel um den Ursprung und einer 
beweglichen zur .^r-Achse senkrechten Ebene darstellen. 

^{u,v) = 0 ( 2 ) 

die unmittelbar gegebene oder mittels der Leitlinie abzuleitende Be- 
dingungsgleichung zwischen den veranderlichen ParameterU; so ergibt 
sich dutch Elimination von u, v zwischen (1) und (2) die Gleichung 
der Rotationsflache zunachst in der Form 

(p(yx^ + y- + e) = 0, 

und bei Aiiflosung naeh ^ erhalt man eine Gleichung von der Struktur 

(3) 

Es kann also (3) als die allgemeine Gleichung der Rotationsflachen 
angeseheii werden, die die ^-Achse zur Rotationsachse haben. 

Ist insbesondere ein Meridian, beispielsweise der in der ;Sf:r-Ebene 
liegende, als Leitlinie gegeben, deren Gleichungen also 

y^O, F{x,e)‘-^0 (4) 

sein mogen, so fiihrt die Elimination von x, y, s aus (1) und (4 ) auf 

die Bedingungsgleichung 

F(yu^-l>\v) = 0, ( 2 *) 

aus der sich wiederum dutch Elimination von u, v die Gleichung der 
Rotationsflache ergibt: 

F{ys?^'y\0)^Q. (3*) 

Dieses Ergebnis laBt sich zu einer einfachen Regel formulieren, 

die so lautet: Um die Gleichung der durch Umdrehung der Linie — 0, 
F{x, 8)^0 um die z-Achse erzeugten Botationsfldche zu erhalten, hat 
man in der letztgeschriebenen Gleichung x durch ]/?+^ zu ersetzen. 
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Es ist niclit schyrer, diese Regel auf die andern Koordinatenebent 
und Koordinatenaclisen, falls sie als Meridianebenen und Rotation 
achsen verwendet werden, zu ubertragen. 

Beispiele. 1. Als Rotationsachse diene die .^-Achse, als Erzeugeuc 
die die a;-Aclise senkrecht schneidende Gerade 

x = aj y-=m2, 

Aus diesen und den Gleichungen (1) ergibt sich dann die Bedingung 
gleichung 

== ll ’" y 

aus der wiederum durch Elimination von u, v die Gleichung 

^“+ ft- i 

der bescliriebenen Plache resultiert. 

Da die Gleichung (/3j unverandert bleibt, wenn man m dur< 
— m ersetzt, so enthalt die Flache zwei Scharen von Geraden, namlr 
alle Lagen, in welcbe die Gerade (ft), und auch alle Lagen, in weleJ 
die Gerade 

X ^ a, y ^ — niz (c 

wahrend der Rotation gelangt. 

Aus (/3) ergibt sicli mit ^ — 0 die Gleichung 

9 9 0 0 

.r- — ~ ft- 

der in der ^^u-Ebene befindUchen Meridiane, die somit die beiden As 
einer Hyperbel bilden, deren reeUe Achse 2ft in der oi-Aclise liej 
so dafi die Flache auch durch Umdrehung dieser Hyperbel urn ih 
imaginare Achse beschrieben wird. 

2. Durch Rotation der Parabel 

um die Achse entsteht die Flache vierter Ordnuug 

= 4p2(rc2 4. ^2) . 

3. Durch Rotation des Kreises 

(x — ay + =* r- = 

um die .8?- Achse entsteht die als Torus benannte Flache vierter Oi 
nung, deren Gleichung nach der obigen Regel 

(yx^ + — (Tf + 

und in rationale!* Form 

(^2 + ^2 + ^2 ^ _ ^2)2 _ 4^2 (^^2 4, ^2) 

lautet. 

258. Affiuitat. Denkt man sich den Raum auf ein rechtwii 

Ozuber, H5here Mathematik. 
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a 


M 

-o-- ■ 


m! 

••o 


Pig 118 . 


liges Koordinatensystem bezogen und ordnet jedem Punkte 21{xlyh) 
einen Punkt Jl'ix' y' h') nach dem Gesetze 

x'^lcx, i/=^y, (1) 

zu, so sagfc man, der Ranm sei affin transformiert worden; Fig. 113. 
Man hat sich den Raum zweimal zu denken, einmal als Ort der Punkte M, 
ein zweitesmal als Ort der Punkte Jf'; in diesem Sinne spricht man 
Yon zwei affinen Bdimie7i, 

Bei der angegebenen Transformation bleiben die Punkte der 
2 /^-Ebene in Rube, weil mit x=^0 auch x'^0 wird, sie heiJBt die 
Affinitdtsebme. AuBerhalb dieser Ebene liegende 
Punkte erleiden eine Verschiebung parallel der 
a;-Aclise, die die Affinitdfsrichtung bezeichnet; das 
MaB dieser Verschiebung hangt auBer von der 
.^Entfernung des betreffenden Punktes von der Af- 
finitatsebene auch von der Konstanten ]c ab, die 
man das Affinitdtsverhdlhiis nennt; stellt man sich 
Yor, 21 riicke ins Unendliche, so gilt dasselbe von AT', und halt man 
an der Vorstellung (179) fest, eine Gerade enthalte nur einen nnend- 
lieh fernen Punkt, so kann man sagen, daB auch die unendlich fernen 
Punkte des Raumes bei einer affinen Transformation in Rube bleiben. 

Je nachdein ]c <C 1 oder > 1, findet eine Verkiirzung oder Ver- 
langerung der Strecken P3I statt; bei ]c ^ 1 bliebe alles unverandert 
fidentische Transformation). 

Die affinen Transformationen beziiglieh der zx- und der Ebene 
sind durch die Substitutionsgleichungen 

z, (2) 

gekennzeichnet. x ^Xy y — y, ^ —Iz (3) 

Man kann jede Ebene zur Affinitatsebene und jede ihr nicht an- 
gehdrende Richtung zur Affinitatsrichtung wahlen. 

Denkt man sich auf alle Punkte eines geometrischen Gebildes 
eine affine Transformation ausgeubt, so entsteht ein neues Gebilde, 
das zu dem ursprunglichen affin heiBt; insbesondere entsteht aus einer 
Flache wieder eine Flache und aus einer Linie wieder eine Linie. 

Bezuglich des Zusammenhangs affiner Gebilde sind insbesondere 
die folgenden Tatsachen hervorzuheben. 

einer Ebene enfstSit durch affine Transformation wieder erne 
EbenCy die sich mit der urspydmglichen in der Affinitatsebene schneidet. 
Die Gleichung , ^ _ 

Ax + By + Gz + B 

verwandelt sich namlich durch die Substitution (1) in 
^ 4" By “b Cz' Z) = 0, 
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and da mit x* = 0 auch ic' = 0 ist, so haben beide Ebenen diesell 
?/;^-Spur: + C| + D ~ 0; ist eine der Ebenen der Affinitatsebei 

parallel, so ist es auch. die andere. 

Infolge dieses Sadiverkaltes ist aneb das affine Gebilde einer G 
raden wieder eine Gerade, die sich mit der ursprungliclien in d< 
Affinitatsebene Tim Endlicben oder Unendliclien ) schneidet. 

Weil ferner die der affinen Transformation entsprechende Sul 
stitution linear ist, eine algebraische Gleichung aber bei einer lineare 
Substitution ihren Grad nicht ilndert, so ist' die zii einer Fldehe n-ti 
Ordnung affine Fldclie wieder von der n-ten Ordnung. Ebenso bleil 
bei der affinen Transformation einer algebraiscben Linie deren Ordnur 
erhalten. 

259. Die Flacheu zweiter Ordmrng. Jede Plache, dere 
Gleicbung in den Koordinaten y, s vom zweiten Grade ist, wii 
eine Fldche ziveiter Ordnung (aucb zweiten Grades) genannt. 

I. 'Aus der Kiigel 

x"- + if cr ( 


entsteben, wenn man auf sie affine Transformation beziiglicb der Xi 
Ebene mit ]c = ~ anwendet, die Fotafionsellipsoide 


+ 1 /- 

2 ' 



1 , 


c 


die unterscbieden werden in veiiangerte oder oUonge (wenn c> 
und in dbgeplattete oder Sphdroide (wenn c < a). 

Wird auf ein Rotationsellipsoid nocbmals affine Transformatic 
in bezug auf eine andere Koordinatenebene, z. B. in bezug auf die 

Ebene, mit dem Verbaltnis ¥ = angewendet, so entstebt das a 
gemeine oder dreiacbsige JSllijpsoid 




3 - 

C- 


1 . 


(: 


Die Rotationsellipsoide werden unmittelbar erzeugt durcb Ui 
drebung der Ellipse ^ ^ = 1 urn die ^-Acbse (267). 

11. Durcb Umdrebung der Hyperbel = 1 um die z-, all 

die imaginare Acbse entstebt das einmantelige oder einschali 
Rotationshyperboloid 

x^-+y-_z2_. , 


Diese Gleicbung gebt durcb die Substitution y ==* m in die Gleicbung (j 

in 257 liber, von der erkannt wurde, daB sie einer Placbe mit zw 
Scbaren von Geraden angebort. 


24 
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Wendet man auf (4; affine Transfonnation beziiglicli der ^fai-Ebene 

mit dem Yerbaltnis // = ^ an, so entsteht das allgemeine einschalige 

a 

Hyperboloid 

"i = 1: 


a- ' ir 




da bei der affinen Transformation Gerade wieder zu Geraden werden, 
so entbalt auch diese Flaclie zwei Scharen yon Geraden. 

X“ 2^ 

III. Dnrch Umdrehung der Hyperbel x-, 

also um die reeUe Acbse entsteht das z-vyeimantelige oder meischaUge 
Fiofaiumsliyperholoid 

= r. (6) 

( 1 “ C“ ^ 


Wird auf dieses affine Transformation bezuglich der ^rr-Ebene 
mit dem Yerbaltnis 1: = ausgeiibt, so entsteht das allgemeine mei- 


schalige Hyperboloid 


_ y' - =. 1 


(7) 


lY. Durch Umdrehung der Parabel 2p0 = x^ um die ^-Achse, 
die zugleich Acbse der Parabel ist, erhalt man das Rotationsparaboloid 

2p0 X’ + y^. (' 8 ) 

Seine affine Transformation bezuglich der ;^^“Ebene mit dem 
Yerh’altnis Ic = || fiihrt auf das elliptische Fardboloid, dessen Gleichung 

sieh, wenn man = c setzt, schreibt: 

J p 7 

23 
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Y. Unter den Konoiden befindet sich auch eine Plache zweiter 
Ordnung, fur welche dort (256; 1.) die Gleichung 

mb 0 = xy 

gefunden und die als Trager zweier Scharen yon Geraden erkannt 
wurdC; deren eine der ys-, die andere der ^s^ic-Ebene parallel ist; mit 
Riicksicht auf die Art ihrer ebenen Schnitte erhielt die Plache den 
Namen hyperbolisches Paraboloid. 

Dreht man das Koordinatensystem um die -er-Achse um den 
AVinkel yon 45®; so lautet die zugehorige Substitution (169): 



Flaclien zweiter Ordnung. 


31 


die Gleicliung unserer Flache verwandelt sicli dadurch, wenn ms 
mh setzt und den Akzent unterdrtlckt^ in 

2pz=-x^—y“. (1< 

Man nennt die durch diese Gleicliung dargestellte Flache das gleic. 
seitige hyperholische JPardboloid — seine Kichtehenen sind x ^ y ^ 
und X -{- y^O und stehen aufeinander senkrecht; und diejenige Flack 
die aus dieser durch affine Transformation beziiglich der zx-Wo&\ 

mit dem Verbal tnis Ic = ^ entsteht, und deren Gleichung sich mib d 
Abkurzung = c schreibt: 

25 _ 0.- _ /-j 

c rt-* 



das allgemeine hyperbolische Paraboloid] auch dieses enthalt zv 
Scharen von Geraden, ist in zweifacher Weise ein schiefes Konc 
mit den Richtebenen bx — ay == 0 und bx + ay 0. Figur 1 
bringt einen durch Schnitte parallel zu den Eoordinatenebenen 1 
grenzten Teil dieser Flache zur Anschauung; auch ein der Flache t 
gehorendes Geradenpaar ist darin verzeichnet. 

VI. Durch Umdrehung der Geraden z ^-x urn die ^-Achse e: 
steht der Potations- oder Kreiskegel, dessen Gleichung lautet: 

(1 

(vgl. 254 , 1.). . 

tibt man auf ihn affine Transformation beziiglich der zx-Woe, 
mit dem Verhaltnis ^ ~ so ergibt sich der allgemeine JEb 
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simter Ordnnnii 



( 13 ) 


VII T)k Zijlmkr ziceiter Ordnung mit zur ^r-Achse paral- 
leleu Seitenlinien sind in den Gleichungen der Linien zweiter Ord- 
nung, bezogen auf die a;?/-Ebene, enthalten, also in den Gleichungen: 

X- -{■y-= a- 

^ V = 1 

‘ ^ ( 14 ) 

^ = 1 
a* 

2px. 


Vin. Die Gleichungen (1) bis (14) beziehen sich jeweilen auf 
ein spezielles Koordinatensjstem, das den Symmetrieverbaltnissen der 
betrefifenden Flache angepafit ist und darum zu einer besonders ein- 
fachen Gleichungsfom fuhrt. Sowie man das Koordinatensystem 
andert, kompliziert sich die Gleichung, ohne jedoch ihren Grad zu 
andern. Wie auch das (rechtwinklige oder Parallel-)Koordinatensystem 
angeordnet werden moge, immer ist die Flachengleichung in der 
allgemeinen Ghiclmng^ ziceiteyi Grades zwischen x, \j, namlich in: 

A"z^^-r 2Bijz + 2B'zx + 2B''xy 
+ 2Cx + 2C\i/ + 2C"z + F^0 ^ 


enthalten. Diese Gleichung ist demnach die allgemeine Gleichung der 
Flachen zweiter Ordnung. Da sie zehn Koeffizienten, also neun Kon- 
stanten enthalt, so ist eine Flache zweiter Ordnung im allgemeinen 
durch neun Bedingungen, insbesondere durch neun ihrer Punkte^ 
bestimmt. 

Auch der Komplex ziveier Ebmen, dargesteilt durch 

(ax by + cz + d)(ax + Vy + c'z + d') = 0, (16) 

ist in (15) enthalten, weil die Ausfuhrung der Multiplikation zu einem 
Ausdruck zweiten Grades fuhrt; der Komplex zweier Ebenen bildet 
also eine Degenerationsform der Flachen zweiter Ordnung (vgl. hierzu 

203). 

260. Taiigentialebeneu. Auf der Flache 

/{x, y, s) = 0 ( 1 ) 

liege der Punkt M{x j y / z). In seiner Nachbarschaft werde ein zweiter 
Punkt M'{x angenommen, so daB auch 

/(x + %, y + 1:, g + l) = Q) 


( 2 ) 



Flacben zweiter Ordnung. Tangentialebenen. 


3' 


ist. Die Verbindungsgerade beider Punkte, dargestellt durch (24si 
I — a ? ^ y _ ^ — ^ , 

li ~ k I ^ 

beifit eine Sekante der Flacbe. 

Aus den Grleicbnngen (1) und (2) folgt, daB aucb 

f{x -{-It, 2 / + l\ g + 1) -f{x, tj, z) == 0, 

daher aucb 

jt{x + 2 / + A*, ^ + 0 — y + ^ + 0 

+/(^? y + ^ + 1) —/{x, y, ^ + 0 

+A^, y, ^ + 2 /; ^) == 0 

ist; 'fur die drei Dififerenzen, aus denen sicb die linke Seite zusamme 
setzt^ kanu nacb dem Mittelwertsatze ( 73 ) der Reibe nacb 

hA^co + eii, y + lc, 2 + 1) 

+ 1') 

V'Ay yy ^ + ^2^) 

gescbrieben werden, wobei 6, positive ecbte Briicbe bedeuten; 

ist also aucb 

A{x + Bliy y + A', z -\-l) y + 6^l\ -? + 0 x + 

+ A(^} yy ^ 

Nabert man den Punkt Jf' dem festgebaltenen Punkte 31 lajQj 
der Flacbe unbegrenzt derai% dafi y gegen die Grenze t konvergiei 

so wird aucb j- im allgemeinen einer Grenze u und die Sekante ein 

Grenzlage sicb uabern, die durcb 

I — a? ^V-'V ^ s — z , 

1 t u 

dargestellt ist und als eine Tangenfe der Flacbe im Punkte 31 b 
zeicbnet wird. 

Zwiscben dem beliebig festzusetzenden t und dem u bestebt abe 
sofern die partiellen Ableitungen A,/yyf'=s stetige Funktionen ibr< 
Argumente sind, vermoge (4) die Beziebung: 

yi + /y • A + 0 • n 

Obne Rticksicbt auf die spezieUe Wabl von t berrsebt all 
zwiscben g, d. i. zwiscben den Koordinateu der Punkte all 
Tangenten in M die aus (5) und (6) resultierende Gleicbung 

(I - x)/’^ + (l? - y)/y + (S — ^)/- = 0, (’ 

die eine durcb 31 gebende Ebene darsteUt. 
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Das Ergebcis der Betracbtung geht also dabm^ dafi alle Tan- 
genten in einein Flachenpimkte im allgemeinen — ein besonderes 
Yerhalten der Ableitungen fz ausgeschlossen — in einer Ebene 

liegen, die man als die Tangentm- oder Tangmtiahlene der Flaehe im 
Pnnkte 31 bezeicbnet; (7) ist ibre Gleichung. 

I Ist der Punkt 31 gegeben, so erfordert die Bestimmung der 
Tangentialebene lediglich die Ausfiihrung der Gleichung (7). 

BeispieL Ist 31 ein Punkt des dreiachsigen Ellipsoids 

y |>, !/, £) = J - 1 = 0. 


so ergibt sich die Gleichung der Tangentialebene daselbst zunachst in 
der Form: 


TT + (’i ~ ~ ■®) 72 


uud bei weiterer Ausfuhrang lautet sie einfacher: 

TT + p- T ^ 2 - - 1. 

IL SoUen an die Flaehe durch einen Punkt Tangential- 

ebeiien gelegt werden, so haben deren unbekannte Beruhrungspunkte 
^ y U auBer der Gleichung der Flaehe 

noeh der Gleichung 

G^’o ^)/ X + O/o li)/u ('^o ~ ® 


zu geniigen. Ihre Gesamtheit^ durch dieses Gleichungspaai' bestimmt, 
ist eine auf der Flaehe liegen de KurvO; die Bet'Uh'ungsliurve des Kegels, 
der der Flaehe aus dem Punkte P uruschrieben ist, indem seine Be- 
ruhrungsebenen zugleich Tangentialebenen der Flaehe sind. 

Beispiel, Bei dem Ellipsoid des vorigen Beispiels lautet das 
Gleichungspaar zur Bestimmung der Beruhrungskurye: 





4 . M I 
-r -r 



die zweite Gleichung bestimmt bei variablem x, y, ^ eine (stets reelle) 
Ebene, deren Schnitt mit dem Ellipsoid die Beruhrungskurve bildet. 
Man nennt die Ebene die Polarebene des Punktes P in bezug auf das 
Ellipsoid, P ihren PoL Ein analoger Sachyerhalt ergibt sich fur jede 
Flaehe zweiter Ordnung, wie man an der allgemeinen Gleichung (15), 
259 , erweieeu kann. 

m. Sind an die Flaehe Tangentialebenen zu legen, die einer ge- 



T angentialeben en. 
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gebenen Geraden = ^ = — parallel siiad, so mlissen cleren nocb 
o p fl r ^ ^ 

unbekannte Berubrungspunkte xjyjz auBer 

aucb nocb die Gleicbung 

1^/x + g/y -b = 0 

erfiillen, welche die ForderuDg ausdriickt, daB die Ebene (7) der ge- 
gebenen Geraden parallel sei ( 249 ). Die Gesamtbeit der Beriihrungs- 
punkte, durcb das vorstehende Gleicbungspaar bestimmt, erfuUt eine 
auf der Placbe liegende Kurve, die Beriilinmgskurve des der Flacbe 
parallel zn der Geraden umscbriebenen Zylinders. 

Beispiel. Bei dem Ellipsoid der vorigen Beispiele heiBt das 
Gleicbungspaar 

= 1 

2 “ 7i2 I «2 


a 

px 

cr 


+ 


I- 

Q.y 


+ 0* 
-r ^2 


die zweite Gleicbung geboi't bei variablem x, y, z einer durcb dei 
Ursprung gehenden Ebene an^, die die verlangte Beruhrungskurye aus 
scbneidet. 
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der Kegelschnitte 314. 

Schnitt 14, 16. 

Schnittpunkt zweier Geraden in der Ebene 
267; — einer Geraden mit einer Ebene 
348. 


Schraubenflache, gerade 366. 
Schraubenlinie 366. 

Segmentgleichung der Geraden 257 ; — 
der Ebene 332. 

Stetigkeit der Funktionen 85; gleich- 
mafiige — 88; — von Funktionen 
zweier und mehrerer Yariablen 91 
Stetigkeit des Systems der reellen Zah- 
len 20. 

Strecke, gerichtete 29, 240. 

Strophoide 246. 

Subtraktion 7. 

Summe 5. 

Symmetrische Funktionen 203. 

Tangentenprobleme , allgemein 280: — 
fiir den Kreis 281 — 284; — fur die 
Linien zweiter Ordnung 315 — 317. 
Tangential ebenen 374. 

Teilungsverhaltnis in der Geraden 262; 
— im Geradenbitschel 272; — im Ebe- 
nenbiischel 340 
Tetraedervolumen 335—337, 

Torus 369. 

Transformation zum Mittelpunkt 305 : — 
zu den A-chsen 308. 

Translation eines Koordinatensystems 
252, 325. 

Transposition von Elementen in einer 
Permutation 159. 

Transzendente Funktionen 65; — Zahlen 
239. 

Trennung der Wurzeln 221. 

Unbedingt konvergente Reihen 45 — 46. 

Unbestimmte Formen 135; ~ 135—139; 

^139—142 ; 0 • OO 142—143 ; OO — OO 
OO 

143—144; 145—146. 

Unendlichkeitsstelle 91. 

Unendlichkleines , UnendlicbgroBes 82; 
eigentliches und uneigentliches [Jn- 
endlich 82 — S3. 

Unstetigkeit 89. 

Unterdeterminanten 167 : adjungierte — 
167—170. 

Ursprnng 241. 

I Tariable 55; stetige und unstetige — 57. 
i Yielfaches 6. 

! Yorzeichen desDifferentialquotientenl20. 

! Winkel zweier Geraden in der Ebene 
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I nen 337; — einer Geraden mit eiiier 
1 Ebene 350. 
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Emanuel Czuber: 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 

u. ihre Anwendung auf Fehlerausgieichung, Statistik u. Lebensversicherui 

2, sorgfaltig durchgesehene und erweiterte Auflage. In 2 Banden. 

I. Band.: Wahrscheinlichkeitstheorie, Fehlerausgieichung, Kollektivmafilehre. 

Mit 18 Figuren im Text. [X u. 410 S.] gi*. 8. 1908. In Leinwand geb. n. Jt 12 

[II. Bajid nnter der Presse.] 

Gelegentlich der zweiten Auflage ist das Buch in zwei Biinde geteilt word 
7on denen zunachst der erste vorliegt. 

Bei der Bearbeitung dieser Neuauflage sind maneherlei fOrderlicb erscheinei 
Neuernngen im einzelnen getroifen worden, so die Darstellung der Wabracbeinli 
keitssatze in Form von Funktionalgleicbnngen, die Heranziebung des Begriif? ^ 
relativen Wabrscheinlicbkeit, der Mengenlehre. Des weiteren war der Verfasser d 
auf bedacbt, die Grundfragen, welcbe die pMlosopbische Seite des Gegenstan 
betreffen, tiefer zu fassen. Ein Kapitel iiber die Kollektivmablebre, die, ^ 
G. Tb. Fecbner begriindet, durcb die neueren Arbeiten von G. F. Lipps und H Brt 
wesentlich gefQrdei^ wurde, durffce nicht mebr feblen; die theoretiscben Grundlaj 
dieses jungsten Zweiges warden so knapp als mOglicb dargestellt, hingegen auf 
praktiscbe Anwendung dui*cb Yorfubrung mehrerer, darunter aucb grSberer Beispi 
vorzubereiten gesucbt. 

Vorlesungen 

iiber Differential- und Integral -Rechnun 

In 2 Banden. 2. sorgfaltig durcbgesebene Autlage. gr. 8. 1900. 

I. Band. Mit 116 Figuren im Text. [XIII u. 660 S.] In Leinwand geb. n. Ji 12 
II. Band. Mit 87 Figuren im Text. [IX u. 532 S.] In Leinwand geb. n. J( 12 

Bei der Abfassung dieses Werkes bat sicb der Verfasser als Ziel gesteckt, e 
Darstellung der theoretiscben Grundlagen der Tnfinitesimalrecbnung in organise 
Yerbindung mit deren Anwendungen, insbesondere der geometriseben , von solch 
Umfange zu geben, als es einerseits fur das Stadium jener angewandten Disziplir 
in denen die Matbematik den Grand zu legen bat, erforderlicb ist, und als 
andererseits die Yorbereitung fur das Eintreten in Spezialgebiete der Anal; 
voraussetzt. Er batte in erster Linie die Bediirfnisse der Teebniseben Hoebsebu 
im Auge, wo eine so geartete Bebandlung des Gegenstandes allein am Platze 
glaubt aber, daB aucb Studierende der Matbematik in engerem Sinne von dem Bu 
mit Nutzen werden Gebraucb macben kQnnen; denn die reicblicbe Bedacbtnabme 
die Anwendung der tbeoretiseben Satze soil niebt bloB dazu dienen, das Interesse 
dem Gegenstande, das ja bier vorausgesetzt werden muB, wacb zu erbalten, sie 
vielmebr geeignet, das Yerstandnis der Tbeorie zu fOrdem und zu vertiefen. — 
der Auswabl und Bebandlung der Beispiele wurde der Grundsatz festgebalten, 
es sicb daiTim bandelt, die tbeoretiseben Satze an denselben zu mannigfacber dui 
siebtiger Anwendung zu bringen, durcb sie aber aucb zur Yermebrung des Wiss< 
stoifes beizutragen. Zablreicbe Textfiguren unterstiitzen den Yortrag. 

jjWas ferner beide Bande vorteilhaft vor anderen ahnlichen Bucheni auszeiclmet, daS ist 
vorzdgliche Aiiswahl und die klare Bebandlung der zablreicben zum Teil vdllig neuen Beispiele, wt 
namentUch die geometriseben Anwendungen der Metboden erlAutem ; und nacb dieser Riebtung kann 
Ansiebt des Eeferenten gerade den Tecbnikem niemals zu viel geboten werden. Pur sie ist 
namentlich das Kapitel iiber Massenanziebung und Potential im 4. Absebnitte des II. Bandes von 
sonderem Werte, sowie die Anwendungen der Differentialgleicbungen, deren Tboorie man in gedran] 
Rabmen wobl kaum irgendwo besser dargestellt finden dUrfte.“ 

(A. V. Braunmllbl in den Blattern fUr das bayrlsche Qyrpnasiatschulwe 
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Emanuel Czuber: 

Geometrische Wahrscheiniichkeiten u. Mittelwerte. 

yiit llo Textfiguren. [Vil u. 244 S.] gr. S. 1884. Geh. n. JC 6 80. 

Das sorliegende Bueb ist der erste Versucli einer systematisclien 
Dai'atellung der geometriscben Wabrscheinlicbkeiten und der damit eng 
..ii.'C:. geometrischen Mittelvrerte Der erste Teil, „Geo- 
metrisehe \Vaiarscheinlichkeiten‘% zertclllt in drei Abschnitte, 
welche der Reihe nach willkdrlicb angenommene Pankte lin Linien, in 
Fliichen, im Raume}, wiilkiirlich gezogene Geraden 'in der Ebene, im 
Raume und willktirlich gelegte Ebecen zum Gegenstande baben. Im 
zweiten Teile, ,, Geometrische Mittelwerte^* betiteit, ist von einer 
weiteren Gliederung des Stotf es Abstand genommen worden ; die Probleme 
sind bier nach den zu ihrer Losung verwendeten Methoden geordnet 

Theorie der Beobachtungsfehier. 

Mit T Textfiguren. [XIV u. 418 S.] gr. S. 1891. Geh. n. JC 8, — 

Eine zusammenfassende Darsteilang der wissenscbaftlicben Gmnd- 
lagen der Feblertheorie und der aut* sie gegriindeten Ausgleicbungs- 
reehnung, wie sie dieses Buck zu geben veraucht, soli einem doppelten 
Zwecke dienen: den Matbematiker in dieses durcb Metaphysik und Analyse 
gleich interessante Gebiet der Wahrscheinlicbkeitsrecbnung einfiiliren und 
demjenigen, den praktische Probleme mit der Ausgleichungsrechnung, 
diesem unerlafilich gewordenen Bindeglied zwiscben Beobacbtungen einer- 
seits und den aus ihnen getblgerten Resultaten andererseits, zusammen- 
filbren, ein mugiicbst umfassendes Bild ihrer Entwicklung nach der 
tbeoretiseben Seite bieten. Die techniscbe Ausfuhrung der Reebnungen 
bei LOsung «pezieller Aufgaben aus verscbiedenen Gebieteii der An- 
wenduiig R’lllt biernacli nicbt in den Rabmen des Bucbes. 

Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie 
und ihre Anwendungen. 

A. u. d. T, : Jahresbericbt der Deutschen Matbematiker- Vereinigung. VII 2. 
[Yin u. 279 S.] gr. 8. 1899. Geh. n. JC 8. — . 

Die Scbrift stellt sich die Aufgabe. den Entwickelungsgang der 
Wahrscheinlichkeitstheorie bis zn ihrem beutigen Stande in knappen 
Ziigen zu zeicbnen und auf die Anwendungsgebiete so weit einzugehen, 
als es sich dabei um tbeoretiscbe Fragen Eandelt. Der pbilosopbischen 
Seite des Gegenstandes wird mebr Aufmerksamkeit zugevvendet, als dies 
sonst in mathematischen Scbriften zu gescbeben pflegt. Es erwies sich 
als zweckmafiig, nicbt den historiscben Gang, sondern die sachlicbe 
Gliederung zur Gruudlage der Anordnung zu wahlen. So werden denn 
der Reihe nach die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie; ihre An - 
wendung auf die Ergebnisse wiederbolter Yersuche; die Wabrscheinlich- 
keit der Ursaehen beobachteter Ereignisse und das Scbliefien auf zukiinftige 
Ereignisse: die Beurteilung vom Zutall abh3.ngiger Yor- und Nacbteile; 
die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie auf Zeugenaussagen und 
Entscheidungen von Gerichtshbfen, auf die Resultate von Messungen, 
endlich auf die Statistik behandelt. 




WISSENSCHAFT UND HYPOTHESE. 

Sammlung von Einzeldarsteilungen 
aus dem Gesamtgebiet der Wissenschaften mit besonderer 
Bertlcksichtigung ihrer Grundlagen und Methoden, 
ihrer Endziele und Anwendungen. 

Die Sammlung will die in den verscniedenenWissensgebieten dutch rastlose Arbeit ge- 
wonnenenErkenntnisse von umfassendenGesichtspunkten aus im Zusammenhang; mitein- 
ander betrachten. Die 'Wissenschaften werden in dem BewuBtsein ihres festenBesitzes, in 
ihrenVoraussetzungen dargestellt, ihr pulsierendesLeben, ihrHaben, KonnenundWollei] 
aufgedeckt. Andererseits aber wird in erster Linie auch auf die dutch die Schranken dei 
Sinneswahmehmung und der Erfahrung iiberhaupt bedingten Hypothesen hingewiesen. 

l, Band: Wissenschaft und Hypothese. Von H. Poincare, membre dc 
I’Acad^mie, in Paris. Deutsch vonL. undF. Lindemann in Miinchen. 2. Aufl. 1906. 
Geb. 4.80. 

n. Band: Der Wert der Wissenschaft Von H. Poincard, membre de PAcademie, 
in Paris. Mit Genehmigung des Verfassers ins Deutsche iibertragen von E,Weber in 
StraBburg. Mit Anmerkungen und Zusatzen von H. Weber in StraBburg. Mil 
einem Bildnis des Verfassers. 1906. Geb. 3.60. 

m. Band: Mythenbildung und Erkenntnis. Eine Abhandlang fiber die Grund- 
lagen der Philosophic. Von G. F. Lipps in Leipzig. 1907. Geb. oiC 5. — 

IV. Band: Die nichteuklidische Geomelrie. Histor.-kritischeDarstellung ihrer Ent- 
wicklung. Von R. Bo no la in Pavia. Deutsch von H. Liebmann in Leipzig. 1908 
Geb. JC 5 . — 

V. Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Erscheinungen im Sonnensystem, 
Von G. H. Darwin in Cambridge. Deutsch von A. Pockels in Braunschweig 
Mit einem Einfuhrungswort von G. v. Neumayer in Hamburg. Mit 43 Illustrationen 
1902. Geb. Ji 6.80. 

VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie. Von M. Planck in Berlin 

2. Auflage. 8. 1908. Geb. JC. 6 . — 

Uater der Presse: 

Grundlagen der Geometrie. Yon D. Hilbert- Das Wissen unserer Zeit in Atethematili 

GSttingen. 3. Auflage. , und Naturwissenschaft Von it. Picard 

Wissenschaft und Religion. Von E. B o u- membre de llnstitut, Paris. Deutsch von L. nnc 

troux, membre de I’Insatut, Paris. j F. Lindemann-Muncben. 

In Vorbereitnng befinden sich (genauc Fassung der Xitel bleibt vorbehalten) : 


Anthropologic und Rassenkunde. Von £. 
V. Baelz -Stuttgart. 

Prinzipien der vergleichenden Anatomie. 
Von H. Braus- Heidelberg. 

Die Erde als Wohnsitz des Menschen. 
Von K.Dove-Jena. 

Probleme d.Wissenschaft. VonF.Ennques- 
Bologna. Deutsch von K.Grelling - Gottingen. 

Das Gesellschafts - und Staatenleben im 
Tierreich. Von K. Escherich-Tharandt. 

Erdbeben und Gebirgsbau. Von Fr. Freeh- 
Breslau. 

Die pflanzengeographischen Wandlungen 
der deutschen Landschaft. Von H. Haus- 
r a t h - Karlsruhe. 

Reizerscheinungen der Pflanzen. Von 
L. J o s t - Bonn-Poppelsdorf. 

Blumen und Insekten. Von O. Kirchner- 
Hohenheim. 

Geschichte der Psychologic. Von O. K1 e m m- 
Leipzig. 

Dio Materie im Kolloidzustand. VonV.Kohl- 
schUt ter- StraBburg L E. 

Leipzig, Poststrasse 3. 


Die Vorfahren und die Vererbung. VoaF.Lt 
D an tec-Paris. Dtseb. v. H. K n i ep -Freiburg i-B 
Pie wichtigsten Probleme der Mineralogic 
und Petrographie* Von G. Linck-Jena 
Die Erkenntnisgrundlagen der Mathematil 
und der mathematischen Naturwissen- 
schaften. Von P. Natorp-Marburg, 

-Die Gramraatik exakter Wissenschaft. Voi 
K Pear son -London. Deutsch von L. unc 
F. Lindemann-Miinchen. 

Die botanischen Beweismittel fiir die Ah- 
stammungslehre. VonH. Potonie - Berlin 
Physiologic der Einzelligen. VonS. v.Pro 
w a z e k - Hamburg. 

Mensch und Mikroorganismen unterbesonde 
rer Beriicksichtigung des Immunitatsproblems 
Von H. Sachs- Frankfurt a. M. 

Die Methoden der geographischen Por^ 
schung. Von O. Schluter-KSln. 
Grundfragen der Astronomic, der Mechanil 
und Physik der Himmelskfirper. Von H 
V. Seeliger-MUnchen. 

Meteorologische Zelt- und Streitfragen 
Von R. Siiring- Berlin. 

B. G. Teubner. 
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Ahrens, Dr. W., in Magdeburg, mathematiscbe Unterlialtungen und Spiel< 
rx u, 42S S.] gr. 8. 1901. In Original -Lein wan dband mit Zeicbnung vo 

Biirck in Darmstadt. Geb. n. JL 10. — 

Scberz und Ernst in der Mathematik. Gefliigelte und ungefliigelt 

Worte. [X u. o22 S.] gr. 8 1904. In Leinw. geb. n. Ji, 8.— 

Bolyai de Bolya, Wolfgang, tentamen iuventutem studiosam in element 
matheseos purae elementaris ac sublimioris methodo intuitiva evi 
dentiaque huic propria introducendi, cum appendice triplici. Editi 
secunda. 

Tomus I: Conspectus arithmeticue generalis. Mandate Academiae Scientarum Hunganoa 
suiB adnotaticnibus adiectis edidemnt Julius Kdnig et Mauritius RSthy, Academia 
Scientarjiin Hur.car. -ao sodales Mit dem Eildnia des Verfassers und 11 lithograpMsohe 
Tafeln. u tiTi' S ; 4. 1899 In Halbkalbleder geb n Jt 40. — 

— II: Elementa geometriae et apendices. Mandate Academiae Scientarium Hungarica 
BUIS adnotationibus adiectis edidemnt Josephus Kurscb&k, Mauritius E6thy , B61 
Tbtoasy de Zepethnek, Academiae Scientanum Hungancae sodales. 4. 1904. Para I 
Textus. [LXm u. 437 S.] Pars 11. Pigurae. [LXXY u. VII lithograpMsche Tafeln 
In Halbkalbleder geb. n. Jt 40. — 

Borel, Dr. E., Professor an der Sorbonne zu Paris, Elemente der Matbematib 
In 2 Banden. I. Band; Aritbmetik nnd Algebra. Yom Yerfasser genehmigt 
deutsehe Ausgabe, beaorgt Ton Dr. P. Stack el, Professor an der Tecbnische 
Hochscbule zu Hannover, gr. 8. 1908. In Leinwand geb. [Unter der Presse. 

Engel^ Dr. Eriedrich, Professor an der Universit'at Greifswald, der Geschmac' 
in der neueren Mathematik. Antrittsvorlesung gebalten am 24. Oktobe 
1890 in der Anla der Universitat Leipzig. [22 S.] gr. 8. 1890. Geb. n. M, 1.- 

Ericke, Dr. Robert, Professor an dex Technischen Hochscbule zu Braunschweig 
kurzgefaJBte Yorlesungen liber verschiedene Gebiete der hOhere 
Mathematik mit Berilcksichtignng der Anwendungen. Analytisch 
funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Figuren im Test. [IX u. 520 S. 
gr. 8. 1900. In Leinwand geb. n. 14.— 

[Der II. (SchluC-) Teil tiber Algebra und Geometrie ist in Vorbereitung.] 

GeiBler, Dr. Kurt, in Luzern, die Grunds^tze und das Wesen des Unend 
lichen in der Mathematik und Philosophie. [YHI u. 417 S.] gr. £ 
1902. Geh. n. Jt 14 — , geb. n. JL 16. — 

Jahnke, Dr. E., Professor an der Kgl. Bergakademie zu Berlin, und F. Emde, In 
genieur in Berlin, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. A. u. d.T 
Mathematisch-physikalische Schriften fur Ingenieure und Stndierende, heraus 
gegeben von E. Jahnke. 8. Kart und in Leinwand geb. [Unter der Presse. 

Schwering, Prof. Dr. R., Direktor des Gymnasiums an der Apostelkirche zu K5Ln a. Rh 
Handbuch der Elementarmathematik fur Lehrer. Mit 193 Figuren in 
Text. [Ym u. 408 S.] gr 8. 1907. In Leinwand geb. n. JL 8. — 

Tannery, Jides, Membre de ITnstitut de France, Subdirektor der mathematisch 
naturwissenschaftlichen Abteilung an der Nicole Nonnale sup^rienre zu PariE 
Elemente der Mathematik. Mit einem geschichtlichen Anhang vo] 
P. Tannery. Mathematisch-philosophische Klasse, Zeugnis fiir Physik, Chemi 
und Naturwissensebaft. Autorisierte deutsehe Ausgabe von Dr. P. Klaess r 
Luxemburg. Mit einem Einfuhrungswort von Felix Klein, [ca. 200 S.] gr. £ 
1908. In Leinwand geb. [Unter der Presse.] 

VoB, Dr. A. V., Proiessor der Mathematik in Miinchen, fiber das Wesen de 
Mathematik Rede^ gebalten am 11. M^z 1908 in der Qffentlichen Sitzun, 
der Kgl. Bayrischen Akademie der Wissenschaften. Erweitert und mit Aii 
merkungen versehen. [98 S.j 8. 1908. Geh. [Unter der Presse.] 




